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Literarische Anzeige. 


Im Verlage der Schweiger’schen Buchhandlung in Clausthal ist erschienen 
und durch alle Buchandlungen zu beziehen : 


Leitfaden beim Löthrehrprobierunterriehte au der Berg- 
schule zu Clausthal. Von Bruno Kerl, 5 Ngr. 


Der vorliegende Leitfaden, zunächst für die Königl, Bergschule zu 
Clausthal gese :hrieben, aber auch zum Gebrauche für Apotheker, Chemiker, 
auf polytechnischen Lehranstalten, Gewerbeschulen ete. sehr geeignet, enthält 
eine Zusammenstellung der characteristischen Reactionen, welche zur sichern 
Erkennung und Unterscheidung der unorganischen Körper vor dem Löthrohre 
führen. Zu seiner Empfehlung darf auf die in der Berg- und hüttenmänni- 
schen Zeitung 1851 Nr. 8, im Literarischen Gentralblatte 1851 Nr. 34 und in 
den Heidelb. Jahrb. der Lit. 1851 Nr. 49 befindlichen Recensionen hinge- 
wiesen werden. 

Die Oberharzer HMüttenprozesse in ihrem ganzen Umfange. Mit 
Berücksichtigung anderer metallurgischer Prozesse im Allgemeinen. Von 
BrunoKerl, Mit 4 Figurentafeln und 10 Anlagen. 2 Thlr. 10 Ngr. 

Diese Schrift, welcher bereits die günstigste Aufnahme zu Theil ge- 
worden ist, wird bei dem Mangel aller neueren Literatur über die Oberhar- 
zer Prozesse allen denen willkommen sein, welche sich von dem jetzigen 
Stande derselben Kenntniss verschaffen wollen. Es ist darin eine theoretische 
Begründung mit dem für den Practiker wichtigen Detail verbunden, an geeig- 
neten Orten die wichtigste metallurgische Literatur gegeben und das Wich- 
tigste von andern Nichtharzer Hüttenprozessen milgetheilt, wodurch die Schrift 
noch besonders für den Unterricht in Metallurgie brauchbar wird. Die Ofen- 
zeichnungen sind sorgfältig ausgeführt und die beigefügten 10 Stammbäume 
gewähren eine schnelle Einsicht in die Oberharzer Hüttenprocesse. 


Der Oberharz. Ein Wegweiser beim Besuche der Oberharzer Gruben, 
Pochwerke, Hütten uud sonstigen damit in Verbindung stehenden An- 
stalten, so wie auch ein Leitfaden auf geognostischen Exeursionen. Von 
Bruno Kerl. 10 Ngr. 

Das Harzgebirge gewährt dem Natur- und Gewerbsfreunde, dem Berg-, 
ülten- und Forstmann, so wie auch dem Mineralogen, Geognosten, Bota- 
ker und Zoologen ein hohes Interesse durch seine Naturschönheiten, durch 
den mannigfaltigen Metallreichtbum seines Innern, durch die nicht unbedeu- 
tende Anzahl der Pllanzen- und Thierspeeies auf seiner Oberfläche, so wie 
auch durch die umfangreichsten technischen Anstalten zur Hebuge und Nulz- 
barmachung der in seinem Schosse verborgenen Mineralschätze. Besonders 
ist es der Bergbau, welcher Laien sowohl, als Sachkundige RT, dem Ober- 
harze führt, Möge ihnen dies Se hriftchen auf ihren geognostischen Wande- 
rungen, so wie Auch beim Besuche der Gruben, Pochwerke, Hütten und 
sonstigen damit in ER E A Anstalten ein willkommner Führer 
sein. — Die ee 4 des Werkchens ist folgende: Einleitung. Einthei- 
lung des Harzgebirges, Geschichtliches ete. — I. Bergbau, Il. Aufberei- 
tung. — II, Hüttenbetrieb. — IV. Anlagen und Anstalten, welche mit dem 

Bergbau etc. in Verbindung stehen (Bergschule, chem. Laboratorium, magne- 

tisches Observatorium, Bauhof, Pulvermühlen ete.) — V. Wegweiser für 

Reisende beim Besuche der Gruben, Pochwerke und Hütten bei Clausthal. 

VI. Geognostische Bemerkungen. — Anhang: Zusammenstellung von Massen 

Gewichten und Münzen; Augabe der Meereshöhen von OÖberharzer Orten, 

Gruben ete.; Probe von der Oberharzer Mundart. 


Von demselben Verfasser befindet sich unter der Presse: 


Die Communion Umterharzer MHüttenprozesse zur Gewin- 
nung von Gold, Silber, Kupfer, Blei, Zink und Schwefel, so wie auch 
zur Darstellung von Vitriolen, Messing und Englischer Schwefelsäure. 


Ferner ist daselbst unter andern erschienen: 

Anleitung zur berg- und hüttenmännischen Probier- 
Kkumst von Th. Bodemann (Bergprobierer zu Clausthal und Lehrer 
der Probierkunst und analytischen Chemie an der Königl. Bergschule 
daselbst). Für Anfänger bearbeitet. Mit drei Figurentafeln. 2 Thlr. 


Dieses treflliche, einen grossen Reichthum von Erfahrungen darbie- 
tende Werk des leider zu früh verstorbenen Verfassers hat bei den ersten 
metallurgischen Autoritäten eine solche Anerkennung gefunden, und ist in 
vielen Lehranstalten mit so gutem Erfolge eingeführt, dass es einer Empfeh- 
lung seines grossen practischen Nutzens nicht weiter bedarf. 

Anwendung eines kräftigen Magnmets zur Ermittelung der 
Durchschlagsrichtung zweier Gegenörter. Eine Aufgabe zur 
Markscheidekunst. Von E. Borchers (Markscheider und Lehrer an 
der Königl. Bergschule zu Clausthal), Mit einer Figurenlafel. 114 Ngr. 

Unter den verschiedenen in neuerer Zeit theils vorgeschlagenen, theils 
ausgeführten Anwendungen der magnetischen Kraft gehört die vorliegende, 
auch nach dem Zeugnisse der Göttingischen Gelehrten Anzeigen, unstreitig 
zu den interessanteren, 

Handbuch m Bestimmen der Mimeralien auf dichotomi- 
schem Wege nach Dufr&enoys Traite de Mineralogie. Mit Vorwort 
von Bergrath Dr. Chr. Zimmermann. Nebst 240 Abbildungen. 

1 Thlr. 

Der von Dufr&noy zum Bestimmen der Mineralien gewählte Weg 
hat in und ausserhalb Frankreich so viel Beifall gefunden, dass obige Arbeit 
namentlich den Anfängern in der Mineralogie gewiss recht sehr empfohlen 
werden darf; ausser einer Übersetzung des Originals giebt sie die Öharactere 
fast aller bekannten Mineralspecies, die Abbildung von 240 Krystallen, 
Beudants Anleitung, die Bestandtheile von Mineralien zu bestimmen, eine 
Tabelle für Löthrohrversuche, eine Zusammenstellung der Mineralien nach 
Beudant, ein natürliches System der Mineralspecies und eine Gharacte- 
ristik und Reihenfolge der Gebigsarten. 


Das gewählte Format macht das Buch auch zu einem bequemen Be- 
gleiter auf Reisen. 

Karte vom nordwestlichen Harze, nach den Forstvermessungs- 
karten des Königl. Berg- und Forstamts zu Clausthal, der Herzogl. 
Kammer zu Braunschweig, so wie nach eigenen barometrischen Meastin- 
gen entworfen von C. Prediger. 20 Ner. 

Diese Karte, welche die Gegend zwischen Ocker, Goslar, Langelsheim, 

Seesen Osterode und Altenau in dem Massstabe von „zi5n darstellt, gehört 

ohne Zweifel zu den genausten, schönsten und eigenthümlichsten, welche 

Deutschland besitzt; die Höhen sind auf ihr durch Horizontallinien angege- 

ben, welche je 100 Fuss über einander liegen, die Umrisse der Einhänge 

der Berge viel richtiger wiedergegeben, als eine Schraffirung das zulässt und 
die es zugleich möglie h machen , die Höhe eines jeden beliebigen Punktes 
auf der Karte mit grosser Schärfe sofort zu bestimmen; auch Zeichnung und 

Lithographie werden sich eines ungetheilten Beifalls zu erfreuen haben. 
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Vorrede 


Die vorliegende Arbeit ist eine Anwendung der von Quen- 
stedt in seiner »Methode der Krystallographie« (Tübingen, 1840 
und früher in einer Abhandlung in Poggendorff’s Ann. 1835, 1. 
angegebenen Projectionsmethode auf die Berechnung der Krystalle. 
Für den, welcher mit dieser Methode nicht vertraut ist, sind die 
Grundzüge derselben kurz entwickelt und durch Beispiele erläutert, 

Die Formeln in den klinometrischen Systemen eignen sich be- 
sonders für die Berechnung mit Hülfe der Tafeln für die wirkliche 
Länge der trigonometrischen Linien, wie sie z. B. in der »Sammlung 
mathematischer Tafeln von Hülsse« zu finden sind. Durch Ein- 


führung von Hülfsgrössen hätten die Formeln für ausschliesslich 


logarithmische Berechnung eingerichtet werden können, aber auf 
Kosten der Leichtigkeit und Sicherheit in der Anwendung. Die 
Beispiele sind zum Theil neu, zum Theil die in den Lehrbüchern 
gewöhnlich gebrauchten. 


Clausthal, den 29. August 1852. 


— 
| 


H. Schroeder. 
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Einleitung. 


$. 1. 

Jeder vollständige Krystall wird von verschiedenen ebenen 
Flächen begrenzt, die durch bestimmte Gesetze mit einander ver- 
bunden sind. Für die physikalische Betrachtung ist es interessant, 
diese Gesetze aus der Annahme herzuleiten, dass jeder Krystall 
desselben Minerals aus prismatischen (genauer parallelepipedischen) 
Aloınen derselben Form zusammengesetzt ist, welche nach bestimm- 
ten Reihen geordnet sind; für die mathematischen Untersuchungen 
der rechnenden Krystallographie ist es aber zweckmässiger, diesel- 
ben als Axiome aufzustellen, welche theils durch unmittelbare Beob- 
achtung, theils durch die Übereinstimmung der Resultate mit den 
Resultaten der Beobachtung sich als gültig für die Krystalle er- 
geben. 


$. 2. 

Als erstes Geselz ist durch die Beobachtung hinreichend bestä- 
tigt, dass jeder Krystalllläche desselben Minerals in so weit eine 
freie Bewegung zusteht, dass sie in beliebiger Entfernung von den 
durch die übrigen Flächen gebildeten Kantenlinien und Eckpuncten 
auftreten kann, aber so, dass sie immer mit den übrigen Flächen 
dieselben Winkel bildet, also einer bestimmten Lage parallel ist. 

Dieselbe Fläche kann nun entweder an zwei entgegengesetzten 
Seiten des Kryslalls auftreten oder nur an einer Seite. Einen 
Krystall, an welchem zu jeder Fläche eine parallele Gegenfläche 
vorhanden ist, nennen wir vollllächig, und führen die Form eines 
Krystalles, wo dies nicht der Fall ist, auf die eines vollflächigen 
zurück. 

Den von zwei derartigen parallelen Flächen begrenzten, also 
nach zwei Richtungen unendlichen Raum nennen wir einen Krystall- 
raum und betrachten somit jeden Krystall als eine Durchdringung 
verschiedener Krystallräume von gegenseitig bestimmter Lage, aber 
veränderlicher Dimension. 


$. 3. 

Wenn verschiedene Krystallräume derselben Linie parallel sind, 
so begrenzen dieselben eine nach einer Richtung unendliche Säule, 
deren Kanten dieser Linie parallel sind. Eine solche Säule am 
Krystalle nennt man eine Zone, 


Begreiflicherweise bilden je zwei Krystallräume eine vierseitige 
Zone und kann jeder Krystallraum nach den verschiedensten Rich- 
tungen hin zu gleicher Zeit in den Zonen anderer Krystallräume 
liegen. 

Der Lehrsatz, dass die Lage einer Fläche durch zwei ihr pa- 
rallele Linien bestimmt ist, lässt sich also auch so aussprechen: 

Ein Krystallraum ist durch die Lage in zwei Zonen bestimmt. 

Als zweites Geselz nehmen wir nun an, dass in allen Krystallen 
desselben Minerals eine Grundform von vier Krystallräumen anzu- 
uehmen ist, aus welcher alle übrigen Krystallräume unmittelbar 
oder mittelbar durch ihre Lage in je zwei Zonen sich ableiten 
lassen, wenn auch die Grundform oder die vermittelnden Krystall- 
räume nicht ausgebildet sind. 

$. 4. 

Durch eine leichte mathematische Betrachtung lässt sich dar- 
(hun, dass durch beliebig vier Krystallräume eine vierseitige Dop- 
pelpyramide (Tab. I, Fig. 1) von beliebiger Grösse, aber bestimmter 
Form gebildet werden kann, deren zwölf Kanten drei Parallelo- 
gramme bilden. Dieselbe Diagonale gehört immer je zwei Paralle- 
logrammen an, so dass die drei Diagonalen sich in einem Puncte 
M schneiden und dort halbiren. Diese drei Linien nehmen wir als 
Axen des Krystalles, ihren Durchschnittspunct als Mittelpunet des 
Axensystems und die durch die Flächen der Grundform abgeschnitte- 
nen Längen MA=a, MB=b, MC=c als Längeneinheiten der ein- 
zelnen Axen, die Richtungen von M nach A, B und C als positiv 


angesehen *). 

Wegen der Veränderlichkeit in den Dimensionen der Krystall- 
räume ist 'eine absolute Länge der Axen nicht vorhanden, die Ver- 
hältnisse der Axenlüngen sind aber durch die Winkel der Doppel- 
pyramide bestimmt und ebenso die Winkel, welche die Axen und 
welche die Axenebenen (die Ebenen, in welchen je zwei Axen lie 
gen) mil einander bilden. 

Ist dieses Axensystem bekannt, so kann man jeden Krystall- 
raum bestimmen durch Angabe des Verhältnisses der Längen, welche 
derselbe auf den Axen abschneidet, diese Längen bezogen auf die 
Längeneinheiten der entsprechenden Axen. 

Die vier Krystallräume der Grundform werden demnach durch 


die Verhältnisse bestimmt a:b:c, a:—b:c*, —a:—b:c,—a:b:c 
Der Krystallraum, welcher durch die Punete 43, —3b,}c geht, 
wird bestimmt durch das Verhältniss a:—4b:}c 


*) Diese Bezeichnungen gelten für alle folgenden Untersuchungen. 
++) Der leichteren Übersicht wegen schreiben wir nicht a:(— b):c u. dgl,, 
wo kein Missverständniss möglich ist. 


Derselbe Krystallraum kann aber in beliebiger Entfernung vom 
Mittelpuncte an beiden Seiten desselben auftreten, wir dürfen also 
die Glieder des obigen Ausdrucks mit derselben positiven oder ne- 
galiven Zahl multiplieiren oder dividiren und ist z. B. derselbe 
Kıystallraum 


=a:—2b:lc=6a:—4b:3c=—6a:4h:—3c elec. 

Es ist zweckmässig, die Ausdrücke der Krystallräume auf die 
5 a b c : rn 
Form — :—:y wu bringen, auch wenn h, k und I selbst Brüche 


sind, und nennen wir die positiven oder negativen Zahlen h, k, | 
die Ableitungszahlen des Krystallraums. Ist ein Krystallraum einer 
Axe parallel, so kann man den Durchschnittspunet als unendlich 
entfernt annehmen und ist somit die Ableitungszahl für diese Axe 
—0. Aus $, 3 wird unten die wichtige Folgerung gezogen werden, 
dass die Ableitungszahlen immer rational sind, und kann man da- 
her die verschiedenartigsten Forderungen aufstellen, z. B. dass h, k 
und I ganze Zahlen sein sollen u. dgl. 


$. 5. 


Durch Anwendung derselben Ableitungszahlen h, k, | auf die 
drei verschiedenen Axen mit positiven oder negativen Vorzeichen 
erhält man die Ausdrücke von 48 Flächen, die paarweise denselben 
Werth mit entgegengeselzten Vorzeichen haben, also paarweise zu 
einem Krystallraume gehören. 

1) Nehmen wir die Ebenen der Krystallräume so, dass sie die 
positive Seite der e schneiden, so heissen dieselben 


a b e a b c a b 
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Pr, . . ı 
2) Ist eine der Ableitungszahlen, z. B. 1=o, also ı=®, 


-7=—09;8%0 werden je zwei der obigen Krystallräume iden- 


tisch, und dieselben heissen also 
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3) Sind zwei Ableitungszahlen gleich, etwa h=k, so sind 
ebenfalls nur 12 Krystallräume möglich, nämlich 


a b C a I a LEN: 
h herr h 1 I h'h 
a b fi a b c a b c 
ho ch He SE ieh 
a b c a b ( a b C 
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indem die obere Wälfte der unter 1 aufgeführten Formen mit der 
unteren identisch wird. 

4) Sind zwei Ableitungszahlen gleich und die dritte=o, etwa 
h=k und I=o, so kann man h=k==l1 setzen, und es bleiben 
nur 6 Krystallräume möglich, nämlich 


c b a 
SER: a, 56 2 
o oO 0 
© b a 
ar—b:- — 47—i0 -—b:c 
o o 0 


wobei die obere Hälfte der unter 2 aufgeführten Formen mit der 
unteren identisch ist. 

5) Sind alle drei Ableitungszahlen gleich, so kann man alle 
drei—=1 setzen, und es bleiben nur die vier Krystallräume der 
Grundlorm 


a:b:c a:—b:c —a:—b:c —a:b:c 
6) Sind zwei Ableitungszahlen — o, so kann man die dritte 
—1 setzen, und es bleiben nur drei Krystallräume, nämlich 
h? . a b a c 
a:—: ic —:b:— 


0'250 A o o 


Era 


Diese drei Krystallräume sind den Axenebenen parallel. 

Die unter 1, 3, 5 angegebenen Ebenen bilden mit den drei 
Axenebenen dreiseitige Pyramiden, die unter 2 und 4 nach einer 
Richtung unbegrenzte dreiseitige Prismen, die unter 6 einen Theil 
eines Parallelepipedons. Diese Figuren in jedem der obigen Sy- 
steme sind im Allgemeinen ungleich, sind aber gruppenweise oder 
sämmtlich congruent oder symmetrisch, wenn die Winkel der Axen- 
ebenen und die Axen theilweise oder sämmtlich gleich, namentlich 
wenn alle Winkel gleich, also rechte sind. 

Als drittes Gesetz ist nun hinlänglich durch die Beobachtung 
bestätigt, dass an einem vollständig ausgebildeten Krystalle diejeni- 
sen Krystallräume zugleich vorkommen, die mit den Axenebenen 
symmetrische oder congruente Figuren bilden. 

Wır unterscheiden hiernach die Krystallräume als gleichwerthig 
und ungleichwerthig. 

Eine Beschränkung dieses Gesetzes findet in so weit Stalt, als 
an manchen Krystallen nach bestimmten Gesetzen (Hemiedrie) nur 
ein Theil derselben gleichzeitig vorkommt. 

Den Körper, welchen die jedesmal zusammengehörigen Flächen 
bilden, nennt man eine Form. Die Form, zu welcher die Fläche 
bez 
7:7 ). 


of 


v ; : : S gehört, bezeichnen wir durch | E 
$. 6. 

Als viertes Gesetz endlich ist ebenfalls hinlänglich durch die 
Beobachtung bestätigt, dass an vollkommen ausgebildeten Krystallen 
die Krystallräume desselben Systems entweder vollllächig oder nach 
bestimmten Gesetzen (Hemiedrie und Hemimorphismus) mit nur einer 
Fläche erscheinen. 


$. 7. 

Wegen der nach $. 5 verschiedenen Symmetrie der Krystalle 
werden nach der Gleichheit der Winkel zwischen den Axenebenen 
und der Axen sieben Krystallsysteme unterschieden: 

I) Tesserales (reguläres) System, 

2) Tetragonales (viergliedriges) System. 

3) Rhombisches (ein- und einaxiges) System. 

4) Hexagonales (drei- und einaxiges) System. 

5) Monoklinoedrisches (zwei- und eingliedriges) System. 


*) Die Bezeichnung | hkı | wäre der grösseren Kürze wegen vorzuziehen. 
Im Folgenden ist sie nur deshalb nicht angewandt, weil sie neben der 
Naumann’schen Bezeichnung bei manchen Lesern Missverständnisse ver- 


ursachen könnte, 


— 6 


6) Diklinoedrisches System, 
7) Triklinoedrisches (ein- und eingliedriges) System. 

Die verschiedene Art der Symmetrie in diesen Systemen ist 
bekannt, nur mag bemerkt werden, dass im diklinoedrischen Systeme, 
wenn man die Axe als Hauplaxe wählt, an welcher der rechte 
Winkel liegt, nur die Säule auf dieselbe Weise wie im monokli- 
noedrischen Systeme symmetrisch ausgebildet ist (die Prismen $. 5 
sind congruent), während alle übrigen Krystallräume wie im trikli- 
noedrischen Systeme ungleichwerthig sind. 

Im hexagonalen Systeme werden zwar gewöhnlich, wie auch in 
den späteren Entwicklungen geschehen wird, vier Axen angenommen; 
im Einklang mit den Annahmen in den übrigen Systemen ist aber 
die Annahme dreier gleicher Axen, die gleichmässig gegen einander 
geneigt sind (die Kanten des Haupt-Rhomboeders), 
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Bei der Betrachtung von Krystallen aus verschiedenen Systemen 
ist die Idee festzuhalten, dass überall dieselben Gesetze zu Grunde 
liegen, die sich nur durch die Symmetrie-Verhältnisse auf verschie- 
dene Weise zeigen. Die Gesetze und Formen, welche in den kli- 
nomelrischen Systemen vorkommen, müssen demnach auch in den 
orlhometrischen Systemen, namentlich in dem tesseralen, vorkommen, 
nur mit dem Unterschiede, dass die Flächen derselben Art (siehe 
$.5) in den verschiedenen Systemen auf verschiedene Weise gleich- 
zeilig auftreten. 

In den Krystallen des tesseralen Systems ist die Grundform 
nicht zu verkennen, in den Krystallen der übrigen Systeme kann 
man von rein krystallographischem Gesichtspuncte aus verschiedene 
Formen als Grundform wählen; als die richligste Grundform ist 
aber diejenige anzusehen, wodurch die Krystallräume *) möglichst 
dieselben Werthe erhalten, die sich im tesseralen Systeme finden, 
so dass möglichst sämmtliche Krystallformen des tesseralen Systems 
nur als symmetrische Verbindung der in den übrigen Systemen **) 
mehr oder weniger vereinzelt vorkommenden Flächen sich zeigen. 
Wählt man die Grundform nach diesem Princip, so findet man auch 
bei verschiedenen genauer untersuchten Mineralien ***), dass die 
Flächen desselben Systems alle oder doch fast alle, wenn auch an 


*, Zu den wichtigsten Krystallräumen gehören bekanntlich die Spaltungs- 


flächen, 
**) Wegen der scheinbaren Verschiedenheit des hexagonalen Systems siehe 
NER 


***) Man findet dies z. B. am Epidot, Orthoklas, Datolith, Titanit, Axinit. 
Den Titanit und den Axinit werden wir unten näher betrachten. 


verschiedenen Krystallen, vorkommen, wobei alle Flächen höchst 
einfache Ableitungszahlen erhalten. 


5% 

Der obigen Ansicht gemäss ist es zweckmässig, neben der spe- 
ciellen Nomenclatur in den einzelnen Systemen die verschiedenen 
Formen durch Namen zu bezeichnen, welche an die Formen des 
tesseralen Systems erinnern. Der Naumann’schen Nomenclatur 
entsprechend nennen wir demnach in allen dreiaxigen Systemen 
die Flächen mit den Ableitungszahlen 

I 0 0  Hexaidflächen, 


ı 1 1  Oktaidflächen, 
1 1 0 Dodekaidflächen, 
I m 0  Tetrakishexaidfllächen (Pyramidenhexaidllächen), 
l 
a: Ikositetraidflächen, 
2m 
1 


m n Hexakisoktaidflächen, 
wobei es gleichgültig ist, auf welche Axe und mit welchem Vor- 
zeichen die Ableitungszahlen angewandt werden. 

Ist m > 1, so gehört im tesseralen Systeme die Fläche 


l 1 
a:— b:—- c=ma:b:c zu mo 
m m 


1 
a:b:— c=ma:mb:c zu mOm 


nm 
’ 
und wenn m>n>1 
1 1 m m 
a:—b:—c=ma:b: —czumO— 
m n n n 


nach der Naumann’schen Bezeichnung. 

Im hexagonalen System ist, wie oben bemerkt, bei der in 
Deutschland gebräuchlichen Annahme der Axen eine entsprechende 
Bezeichnung nicht durchzuführen. 


Erster Abschnitt. 


Projectionslehre. 
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Zu den folgenden Entwicklungen benutzen wir die graphische 
Darstellung der Zonenverhältnisse eines Krystalls nach der von 
Quenstedt angegebenen Methode, 

Wir denken uns hierbei jeden Krystallraum auf eine mathema- 
tische Ebene, Reductionsebene, reducirt. Dadurch wird die von 
zwei Krystallräumen gebildete vierseitige Zone auf die Durchsehnitts- 
linie der beiden Reductionsebenen, Zonenaxe, reducirt. Die Zonen- 
axe ist den Kanten der entsprechenden Zone parallel und die von 
den Reductionsebenen gebildeten Flächenwinkel sind den beiden sich 
zu 180° ergänzenden Kantenwinkeln der Zone gleich. 

Ferner denken wir uns sämmtliche Reductionsebenen durch 
einen einzigen Punct gelegt. Alsdann schneiden sich sämmtliche 
Zonenaxen in diesem einen Puncte und schneiden sich folglich 
sämmtliche Reductionsebenen, die zu einer Zone gehören, in der- 
selben Zonenaxe, so dass jeder Zonenaxe, in welcher sich n Re- 
ductionsebenen schneiden, eine Zn seitige Zone im vollflächigen 
Krystalle entspricht und umgekehrt. Die Winkel zwischen den Zo- 
nenaxen sind dabei gleich den ebenen Winkeln des Krystalls, 
welche auf den Krystallllächen durch die Kanten der entsprechen- 
den Zonen gebildet werden, und jeder derartige Winkel liegt in der 
Reduclionsebene, welche der Krystallfläche entspricht. 
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Als gemeinschaftlichen Durchschnittspunet sämmtlicher Re- 
ductionsebenen wählen wir den Punet der Hauptaxe MC, welcher 
um die Einheit dieser Axe, also die Länge c, vom Mittelpuncte des 
Axensystems entfernt ist. Alsdann ist jede Reductionsebene durch 
ihre Sectionslinie und jede Zonenaxe durch den Durchschnitispunet 
der zugehörigen Sectionslinien , Zonenpunct, auf irgend einer gege- 
benen Fläche bestimmt, Wir wählen zu dieser Projeelionsfläche 
die Axenebene a b (die eine Hexaidfläche). 

Hierbei zeigt sich jede Reductionsebene in einer Seclionslinie, 
nur nicht diejenige der Hexaidfläche #) ce: oa: ob (die Pro- 


*) Das hexagonale System lassen wir vorläufig ausser Angen. 


jeetionsebene). Ebenfalls zeigt sich jede Zonenaxe in einem Zonen- 
puncte, nur nicht diejenigen Zonenaxen, welche der Projectionsebene 
parallel sind, d. h. zu welchen die Fläche ce : @a : ob gehört. 
Die zu einer derartigen Zone gehörigen Sectionslinien sind aber 
sämmtlich der Zonenaxe und somit unter sich parallel, und sagen 
wir deshalb, der Zonenpunct dieser Linien liege in unendlicher Ent- 
fernung auf der zugehörigen Linie durch M. Die Sectionslinie der 
Fläche e : @a:cob sehen wir ebenfalls an als unendlich entfernt 
und fällt dieselbe in sämmtliche unendlich entfernten Zonenpuncte. 

Es entspricht somit jedem gemeinschaftlichen Zonenpuncte von 
n Sectionslinien eine 2 n seitige Zone des vollflächigen Krystalls 
und umgekehrt, wobei nur bei parallelen Sectionslinien zu bemer- 
ken ist, dass zu der entsprechenden Zone auch die Projectionsebene 
gehört, 
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Die Reductionsebene einer Fläche, welche der Axe c parallel 
: 2 r a b 2 . 
ist, d. h. einer Fläche TO fällt mit der Axe c zusammen, 


ihre Sectionslinie geht also durch M und fällt dabei die Sections- 
linie der vorderen *) Hexaidlläche a: ob: c mit der Axe b, die- 
jenige der seitlichen Hexaidflächke © a:b:«c mit der Axe a zu- 
sammen. Der Zonenpunct der Säule liegt also in M. 

Die Reduclionsebene einer Fläche, welche der Axe ce nicht 

- . . a.’ c > i En 
parallel ist, d. h. einer Fläche FE T7, Wo l eine endliche Grösse 
1 

>0 ist, schneidet die Axe c nur in dem einen, allen Reductions- 
ebenen gemeinschaftlichen Puncte, die Sectionslinie geht also nicht 
b r a0 
 =72,% ist die Sec- 
tionslinie der Axe a oder b parallel; sonst aber schneidet sie beide 
in endlicher Entfernung. 


durch M. Ist h oder k = 0, d.h. en oder 


. I. Fr « a a b 
Geben wir der Gleichung der Fläche die Form m'T:o, so 
. n n - 


entspricht ihr eine Sectionslinie, welche die Axen in den Abständen 


a b F e 5 n 3 
und— von M schneidet. Wir bezeichnen diese Linie durch 
m n 


a b 1 1 F 
— : —, wo — oder — = @# sein kann. 
m n m n 
ma. ER a n ach r ; 
Die Sectionslinie der Säulenfläche Ze 2 cv könnte man hier- 
E a b a b 

nach bezeichnen durch —— : —— oder 0.— : 0. 

2 hne m. L n. m m n 


*) Wir nehmen die positive Hälfte der Axe a als nach vorn, die positive 
Hälfte der Axe b als nach der rechten Seite gerichtet an, 


Einen Punct in der Sectionsebene bestimmen wir durch Angabe 
der beiden Längen, welche auf den Axen a und b abgeschnilten 
werden, wenn wir das Parallelogramm durch diesen Punct mit den 
beiden Axen vollenden, also durch seine beiden Coordinaten in Be- 
zug auf dieses Axensystem. Wir bezeichnen den Punct, dem die 
h a b a b 
Entfernungen = und Pa M entsprechen, durch Mes ak 
$. 13. 

Als Erläuterung des Obigen und Malerial zu späteren Anwen- 
dungen, so wie um bei den Beispielen Einiges zu erwähnen, was 
im Allgemeinen auseinanderzusetzen hier zu weit führen würde, 
projieiren wir einige Krystalle auf die angegebene Weise. Der 
Flussspathkrystall (Tab. I, Fig. 2) gehört nach seiner vollkommnen 
Symmetrie dem lesseralen System an. Die 4 gleichwertbigen Kry- 
stallräume o können nach $. 6 nur die Octaederflächen sein und 
wählen wir die Axen so, das 0, =a:b:,o, =a:—b:e, 
,=a:b:—c=—a:—bic 0, =a:—b:— c=—a:b:e 

Es sind also die entsprechenden Sectionslinien (Fig. 3) o, =a:b, 
0,=a:—bete. 

Aus der Parallelität der Kanten folgen die beiden Zonen *) 
0,,h,, 0, und o,,h,, 0,, die Sectionslinie h, liegt also in den beiden 
Zonenpuncten 0,, 0, und 0,, 05, d. h. sie fällt mit der Axe b zu- 
sammen und ist also h, die vordere Würfelflläcke=a:wb:w c. 
Ebenso ergiebt sich h, als die seitliche Würfellläche=b: wa: ce. 
h, liegt in den beiden unendlich entfernten Zonenpuncten O,, 0, und 
0,, O,, ist also die Projectionsebene, d. h, die obere Würfelfläche 
EU TANRDAD: 

Aus den Zonen h,, d,, h,, d, 
ber dscharnkd; 
Bis OS; dar 0 
hi, 0,, d,, 0, 
he 
Kan Ossmdle 


d,, bh, d, h, 
Buy0s, ds 


*) An Krystallen mit spiegelnden Flächen sind die Zonen auch solche 
Flächen, die nieht zum Durchschnitt kommen, leicht mit dem Re- 
flexionsgeniomeler zu entdecken. Die Parallelität der Kanten darf wo 
möglich nur zur vorläufigen Orientirung gebraucht werden, weil kleine 

Abweichungen leicht dem Ange entgehen können 


folgt alsdann die Lage der Sectionslinien d wie in Fig. 3, die mit 
je einer o oder h in einem unendlich entfernten Zonenpuncte liegen, 
also ihr parallel sind, 

Man erkennt hieraus d, =a:wb:c ete. 

Um die Werthe von d, und d, zu erkennen, denken wir 
uns dieselben parallel sich selbst forlbewegt und ergiebt sich dann 
d,=a:b:we d, =a:—b:we. Die d sind also die 
Flächen des Rhombendodekaeders. 

Die zusammengehörigen Reductionsebenen sind vollzählig vor- 
handen und jeder entsprechen zwei Flächen, der Krystall ist also 
vollllächig ®). 
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Als Grundgestalt des Fahlerzkrystalls (Tab. I, Fig. 4) erkennt 
ınan leicht das Tetraeder, dessen Kanten durch die f abgestumpft, 
und dessen Flächen durch die 1 zugespitzt sind. Die Tetraeder- 
flächen sind noch vorhanden als die Abstumpfungsflächen P der 
durch die 1 gebildeten Pyramiden. Die Kanten des Teilraeders 
können nur durch die Würfellächen abgestumpft werden (andere 
Flächen dieser Zone müssten paarweise, also als Zuschärfung auf- 
(reten), die f sind also die Würfelflächen. Wir wählen f, als vor- 


dere, f, als obere, f, als seitliche Würfellläche, PR, =a:b:—c 
— —a:—b:e, also f, als Projectionsebene. 

Aus der Zone P,, f,, P, folgt (Fig. 5), dass die Tetraederfläche 
P,=a:—b:c ist. An jeder der 4 Ecken liegen drei o und 


drei r, über jeder Fläche drei n und drei l, es sind dies also die 
hemiedrischen Formen von Vierundzwanzigflächnern, möglicherweise 
eine Form darunter das vollflächige Rhombendodekaeder. Aus die- 
ser Lage der Flächen folgen die Zonen (P,, n, 0, vr, f 
I4P,, 0, 7, f 
fi, Ty 05 

Aus diesen Zonen in Verbindung mit den drei Zonen f,, o,, f, 
etc. folgen die o als Rhombendodekaederflächen, 0, =a:b:w celc. 

Aus den Zonen I in Verbindung mit den Zonen 


2 


IL. 05, 74,0 14, 14 .eic. 
folgen die r als telraedrische Form des Ikosiletraeders | a: b:c} 
und aus den Zonen II in Verbindung mit f,, 1,, P, ete. die I als 
die Ergänzungsflächen der r. Aus I und der Zone I,, n, I, folgt 
n—=—4a:— tb: ce als Fläche des Ikositetraeders (Pyramidenok- 
taeders) Aa: 4b: c| 
*) Es ist in Fig. 3 die Lage der Reductionsebenen und Sectionslinien der 
Öktaeder- und namentlich der Dodekaederflächen zu beachten. Von den 
letzteren sind je zwei Reduetionsebenen einer Axe parallel. 


= 1 = 


Die s folgen aus den Zonen f,, S;, 0,, S,, fs und r,, r,, S, 
etc. als Flächen des Pyramidenwürfels fa :4 b: c|[, der mit 4.6 
— 24 Flächen, also vollständig auftritt. Den Werth z. B. von 
s, =a:4b:@ c erkennt man, wenn man die Sectionslinie in Fig. 5 
parallel sich selbst fortbewegt denkt. 

Die vollständige Projectionsfigur (Fig. 6) zeigt die Symmetrie des 
Krystalls, wobei die r und | als parallele Flächen zusammenfallen. 
Die verschiedenen Zonen, die sich hierbei zeigen, gewähren, wie in 
allen folgenden Beispielen, eine genaue Controle der Entwicklung *). 
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Der Vesuvian (Tab. II, Fig. I) ist für zwei Axen symmetrisch, 
gehört zum tetragonalen System. Die ungleichwerthige Axe ist pa- 
rallel der Zone M, f, d, man wählt also diese als Hauplaxe und 


ist demnach P die obere Hexaidlläcke = e:na:wb, die Pro- 
jectionsebene. Als die gewönlichste Form wählt man die c als 
Grundform (Oktaid). Wir nehmen , =a:b:,e, =a:—b:«c 


etc., so liegt (Fig. 2 und 3) P in zwei unendlich entfernten Zonen- 
puncten der c, was mit Fig. 1 stimmt. Die wichtigsten Zonen in 
Fig. 1 sind 


KU0,, 18,5 2% 
Aus 111 folgt (Fig. 2) M =a:&b:wce als vordere Hexaid- 
Näche und entsprechend M, als seitliche Ilexaidlläche =b: m a: 9 «. 


. 


*) Es ist in Fig. 5 und 6 die Lage der Seelionslinien der Pyramidenwürfel- 
und Ikositetraederflächen gegen das Axenkreuz und die Sectionslinien 
der Oktaeder- und Dodekaederllächen zu beachten. 


—, 13. 


Aus I und Il folgen die Sectionslinien der d parrallel denen 
dere, asod, za:b:oa,d,=a:— h:w.e. 

Ferner folgt aus Il, IV unddVo, =a:@b:,0,=wa:b:e. 
Nach X stumpft c, die Kante u,, u, ab und nach IV sind die 
Sectionslinien der u parallel denen der o, das Quadrat der Sections- 
linien u ist also dem der ce eingeschrieben *) (die Projectionsfigur 
jeder Pyramide ist derjenigen der nächsten stumpferen eingeschrie- 
ben, derjenigen der nächsten schärferen umschrieben), es ist also 


u, — TaronB.:c, us opus Di:ic, 

Aus I und VI folgt ebenso die Pyramide b als erste schärfere 
dry bb =ta:lb:,b, =4a:--4b:e 

Dann folgen aus HI und VIz =4a:b:, 2, =#+a:—b:e, 
27, =—ta:—b:e: aus I und Vf, =#+a:b:w@c und ent- 
sprechend f, =ta:— b:wc; au VIllundIXe, =4a:4b:c 
und entsprechend e, =la:—+b:e; ausX und Xla=2a:2b:c. 


Der Werth für a ist abzulesen aus den Zonenpuncten 0,,a,2, — 
(a, — b) und a, u, —=(4a,4b) mit Hülfe der Lehre von den 
parallelen Transversalen. Wie derartige Werthe zu berechnen sind, 
werden wir später sehen, und deshalb in den folgenden Beispielen 
auf derartige Schwierigkeiten weiter keine Rücksicht nehmen. 

Die beiden Zonen VII ergeben sich mit Hülfe des Reflexions- 
geniomelers oder der hier sehr trügerischen Parallelität der Kanten 


als identisch und folgt somit aus IN und VI x, =4a:b:e, 
x,=4a:—b:e, auslHund VlIr, =4a:!b:o, 1, =4a:—!b:c. 


Die vollständige Projectionsfigur (Fig. 3) zeigt die Symmetrie 
für die Axen a und b und erkennt man, dass immer verschiedene 
Formen zu derselben Form des tesseralen Systems gehören, was 
noch mehr der Fall sein würde, wenn man die u als Grundform 
wählte, wo die ce und M das vollständige Dodekaid bilden würden, 
also die gewöhnliche einfache Form des Krystalls eine Combination 
des vollständigen Dodekaids und Hexaids wäre. Die Werthe der 
Flächen für diese Annahme sind leicht aus Fig. 3, abzulesen. 
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Der Schwerspath-Krystall (Tab. II, Fig. 5 und 10) zeigt nur für 
die beiden Hälften jeder einzelnen Axe Symmetrie, gehört zum 
vhombischen Systeme. Als Zonen erkennt man zunächst 


*) D. h. seine Ecekpuncte liegen in der Mitte der Seiten des Quadrats der 
e, Dieselbe Beschränkung gilt in späteren Entwicklungen bei den Be- 
nennungen: eingeschriebenes regelmässiges Sechseck u. dgl. 


lIud,g 1, P 

u (M,, 2, P 
(M., 2, P 

II z,, Yı, 01, Ya Zu 


IVk,o,P 
VM,kM, 
Wir nehmen dieM und o als Dodekaidllächen, M =a:—b:w ec, 
M,‚=a:b:80,0, =—a:@b:0,0,=a:@b:c, so folgt aus den 


Zonen WW und V\k=wa:b:wc als seilliche Hexaidfläche und 
aus IV mit Berücksichtigung ihrer Lage amKrystalle P=wa:wb:c 
als obere Hexaidfläche, d. h. als Projectionsebene, Hiernach sind 
die entsprechenden Sectionslinien in Fig. 6 bestimmt. Die y und z 
liegen gleichmässig gegen o, gehen also durch den Durchschnitts- 
punct der o mit der Axe b. Hieraus (Zone Ill) und aus den Zo- 
nen II folgen die z als Oktaidflächen. 

Die weitere Deduction ist in der Regel mit Hülfe von Winkel- 
messungen vorzunehmen, die vermittelst der sich daraus ergebenden 
Zonen zu controliren sind; es sind jedoch auch unmittelbar mit 
Hülfe des Reflexionsgoniometers folgende Zonen zu erkennen: 

VIRUS, zus K 
Vılrar, 2,00% 
VS Nayık 
IX I, Yı 0, 
und hieraus in Verbindung mit den oben aufgestellten Zonen nach 
der Reihe u, =a:w b:c als Dodekaidlläche, d, =2a:wb.c, 
y‚=2a:b:o, ,=4a:@b:c. Auf die Bestimmung der g durch 
Messung werden wir späler zurückkommen. 

Wollte man die Spaltungsflächen M und P als Hexaidflächen 

nehmen, so folgen aus Fig. 6 die u und o als Oktaidllächen etc, 
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Im hexagonalen Systeme nimmt man bekanntlich drei gleich- 
werthige Nebenaxen an, die Winkel von 60° mit einander bilden. 
Die Art der Projection auf die Ebene dieser Axen wird hierdurch 
wenig geändert, nur ist zur leichteren Orienlirung zu beachten, dass 
alle Krystallräume zu 3, 6 oder 12 vorkommen müssen, ausze- 
nommen den Krystallraum parallel der Projectionsebene, welcher 
für sich allein dasteht. 

Wir bezeichnen die drei Nebenaxen durch MA,, MA,, MA, 
(Tab. IH, Fig. 2) und nehmen die dort mit diesen Buchstaben be- 
zeichneten Richtungen als positiv. Entsprechend bezeichnen wir 
die unter sich gleichen Axeneinheiten durch a,, a5, az. 

In dem Apatit-Krystalle (Tab. DI, Fig .I) werden die Kanten der 


vollllächigen 6seitigen Pyramide x durch die Flächen einer zweiten 
volllächigen 6seitigen Pyramide a abgestumpft. P ist die Gradend- 


fläche dieser Pyramiden, also =e:@a,:@4a,::@a,. Wir 
wählen die x als Grundform und zwar x, = @a, :a,!A,, 
Baar wa an äznlFig.i2). 


‘Die a liegen in den Zonen von je zwei x, gleichmässig gegen 
dieselben. Es folgt hieraus ihre Projection als dem der x umschrie- 
benes regelmässiges Sechseck (confer. $. 15 die Pyramiden o, c 
und u). Es ist also a, = 2a, :a, : a, elc. Die wichtigsten Zo- 
nen des Krystalls sind: 

N VERETKE ZEN NK 
Box Ze, aM 
IE Be as e 
TE 5,0 Bi es M 
IV 72, 057, 25 
Voxs. u 2 
NL IB une 
YITZM3,.CH sen, Un, 
Aus I und II folgt M, als Säulenfläche = a, :a,:@a,:@c 
und entsprechend die M,. Aus II und VII folgt e als Fläche der 
zweiten Säule =a, :4a,:a,:@c. Aus II und II folgen s 
entsprechend s, als Flächen einer hexagonalen Pyramide, 
s,=a,:#a,:a,:c, und aus I und IV die z als Flächen der ersten 
schärferen Pyramide der s, das Sechseck der z ist also dem der s 
eingeschrieben (conf. oben das Verhältniss der a und x), es ist also 
2, =@a,:4a,:4a, :celc, Aus V und VI folgt 
u, =4a, :4a,:a,:c als Fläche einer zwöllseiligen Pyramide 
und aus VI und VI c=Ha, :ta, :a,:wc als Fläche einer 
zwöülfseitigen Säule, welche beide nach der vollständigen Pro- 
jectionsfigur (Fig. 3) hemiedrisch mit der Hälfte ihrer Krystallräume 
ausgebildet sind. Zur Bestimmung der f ist ausser der Zone VII 
eine zweite Zone oder eine Winkelmessung nöthig, worauf wir spä- 
ter zurückkommen werden, Vorläufig ist nur zu bemerken, dass 
sie einer hemiedrisch als Säule der dritten Art ausgebildeten zwöll- 
seitigen Säule angehört. 
Die vollständige Projectionsfigur (Fig. 3) zeigt die verschie- 
denen Hauplizonen. 


‚ und 
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An dem Rothgiltig-Kryslälle (Tab. II, Fig. 4) erkennt man drei 
verschiedene Rhomboeder P, z, g. Durch Winkelmessung erkennt 
man P als das Rhomboeder, welches gewöhnlich als Grundform ge- 
wählt wird. Wir nehmen (Fig. 5) Pk, =a,:a,:®a,:c. Diez 


stumpfen die Polkanten der P ab, es bilden also die Sectionslinien 
ein dem gleichseiligen Dreieck der P umschriebenes gleichseiliges 


Dreieck, 2, —4,:4,:@a,:c. Ebenso stumpfen die P die Pol- 
kanten der g ab, das Dreieck der g ist also dem der P einge- 
schrieben, g, = ta, :4a,:@a,:c. Es bilden also die 2 das 


erste stumpfere, die g das erste schärfere Rhomboeder. Durch 
Winkelmessung oder durch die Zonen mit je zwei P und je zwei 
g erkennt man die n als Säulenflächen, n, =a,:43,:4,:@ c und 
aus der Zone mit den n und einer P undz, k=a,:3,:0 a,:@c, 
als Fläche einer hemiedrisch ausgebildeten Säule. Durch Messung 
ergeben sich die p als Flächen einer (hemiedrisch ausgebildeten) 
Säule, p =F4a, : 4a, : 35 2@.c. 

Zur Bestimmung der Skalenoederflächen h, t, v, u dienen die 
Zonen: 


vı)b un h, 
tk, u,, b, 
Für die Bestimmung der h folgt hierbei aus II, dass je zwei h 
die Mitte der Seiten des Dreiecks der g treffen, wo sie mit einer 
n zusammentreffen. Es liegt auch in der That n, in der angege- 
benen Zone. Die Sectionslinien sind in der Reihenfolge h, t, v, u 
leicht einzutragen, auf die Bestimmung der Werthe 
h,la, :38,:8,:0, 1, —28,:%0,:48,:0, va —4a, :48,:7288:C, 
u, —,%2, :7%4,:a,:c werden wir später zurückkommen. Aus der 
vollständigen Projeetionsfigur (Fig. 6) ergeben sich die verschiede- 
nen Zonenverhältnisse, namentlich die Lage der Rhomboeder und 
Skalenoeder gegen einander, z. B. wie jedes Skalenoeder mit we- 
nigstens einem ausgebildeten Rhomboeder in Zonenverhältnissen ist. 
Die u sind nicht eingetragen um die Figur nicht zu überladen, das 
Sechseck der u würde übrigens auf ähnliche Weise innerhalb des- 
jenigen der v liegen, wie dieses innerhalb des Sechsecks der Ih, 
Anm. Bei einfacheren rhomboedrischeu Krystallen, namentlich wo die Grad- 
endfläche &a, :@a, :@a,: ce nicht ausgebildet ist, ist selten eine 
vollständige Deduetion durch Zonen möglich, 
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Im monoklinoedrischen Systeme ist es wegen des vereinzelten 
Vorkommens der Krystallräume in der Regel nur bei sehr reich- 
Nächigen Krystallen möglich, durch die Zonenverhältnisse eines 
einzigen Kryslalles eine vollständige Deduction der Flächen auszu- 
führen, in der Regel muss man zu diesem Behufe mehrere Kry- 
stalle vergleichen, wo nöthigenfalls durch Winkelmessung die Iden- 
tität der Flächen nachzuweisen ist. 

In den vier Titanit-Krystallen (Tab. IV, Fig. I—4) sind die 
durch gleiche Buchstaben bezeichneten Flächen identisch. Durch 
Vergleichung der vier Krystalle erhält man folgende Zonen, die 
grösstentheils auch in der Zeichnung leicht kenntlich sind: 


DIR 
10 IM So ale Tec 
ll en ore es 


vn 
USTeMastarz 
> 
vo 992 Pr ta 
In,, pP, 


An dem vereinzellen Vorkommen der Krystallräume erkennt 
man q als seitliche Hexaidlläcke=@wa:b:w c und die Zone I 
als parallel der Axe b (Orthodiagonale. Wir nehmen zunächst 
K=a:biae, ma: bio. =Wmiarbiceyg =mar— bie, 
so dass wir diese als Dodekaidflächen anschen, und ziehen (Fig. 5) 
die entsprechenden Sectionslinien. q ist bereits bestimmt und 
aus III folgt P als Projectionsebene, d. h. als obere Hexaidfläche 
—=@a:wb:c und aus VIy=a:wb:c als Dodekaidfläche. 
Aus einer Winkelmessung mit leicht vorzunehmender Berechnung, 
auf die wir später zurückkommen werden, folgt der Werth der 
Säulenflächen M, =a:+b:@, M,=a:— ib:we. 

Alsdann folgen aus VI ud It = —a:—4b:e 
,=—a:z3b:e; aus Vlund VIIn, =3a:$b:c,n,=3a:—%b:e; 
aus Vx=?2a:@b: ce in Übereinstimmung mit I; aus VII und IX 
ss, =a:lb:,s,=a:—tb:e in Übereinstimmung mit IV 
die mit VII oder IX auch zur Bestimmung genügt hätte, da deı 


Zonenpunct der beiden zusammengehörigen Flächen s auf der Axe 
a liegen muss, also hier in dem Zonenpuncte q, y. 

Auf die Bestimmung der oben angegebenen Werthe, die sich 
nicht alle auf den ersten Blick aus der Figur ablesen lassen, wer- 
den wir späler zurückkommen. 

Mit Hülfe von Fig. 5 kann man leicht die Werthe der Flächen 
für irgend andere Axen ableiten. 

Es mögen die Spaltungsllächen r und | als Oktaidflächen ge- 
wäblt werden, h,=a:b:, ,=a:—b:,r, =—a:—b:c, 
r, =—a:b:c, so ziehen wir in Fig. 5 die Hülfslinie v, die 
Sectionslinie einer Fläche, die an manchen Krystallen vorkommt, 
und erhalten somit die Zonen 

X > I, rı 
vlt 
X vt,t,g 

Wir ziehen (Fig. 6) die Sectionslinien der r und Il, wobei q 
seinen Werth behält =wa:b:wc, so folgt aus X v als Pro- 
jectionsebene, es sind also nach XI die Sectionslinien der t unter sich 
und mit q parallel und folgt aus VI, =wa:b:,,=@wa:—b:c. 

Die Seclionslinien der übrigen Krystallräume sind dann leicht 
in folgender Reihenfolge einzutragen: y,P, M,, M,, n,, n,, S,, 83, X. 
Die sehr einfachen Werthe der Flächen (4a, 4b u. dgl.) lassen 
sich grösstentheils leicht aus der Figur ablesen, und diejenigen, 
welche nicht gleich ersichtlich sind, zB. x=2a:wb:c sind 
nach $. 22—25 zu berechnen. Die übrigen bekannten Flächen 
(G. Rose über das Krystallisationssystem des Titanits und Sphens) 
ergänzen das System noch mehr zu einer Symmetrie ähnlich der- 
jenigen des tesseralen Systems. 


$. 20. 
Für die Deduction der Krystalle des triklinoedrischen Systems 
gilt dieselbe Bemerkung wie in $. 19; der Axinit-Krystall (Tab. IV, 
Fig. 7 und 8) gestattet indess eine Deduction ausschliesslich durch 
Zonen, Diese Zonen sind: 
I Pu v, w 


=, 


Wir wählen P, M, v als Hexaidflächken, P=a:@wb:we, 
M=wa:b:we,v=wa:wb:e, also v als Projectionsebene 
und x=a:b:c als Oktaidlläche und ziehen (Fig. 9) die ent- 
sprechenden Sectionslinien, so folgt 

aus Mund V r=a:b:we 
Iund VI u=a:wb:c 


I und VI y=wa:b:e 
Iund VTw=-—a:wb:«ı 
Vund X n=—a:—b:« 
II und "EV == 3#b ic 
XKundd X o=—a:4b:e. 


Es ist also das Hexaid vollständig, das Oktaid mit 2, das 
Dodekaid mit 4 und ein Ikositetraid mit 2 Krystallräumen ausgebil- 
det. Die Spaltungsfläche v ist eine Hexaidfläche. 

Ähnliche Werthe erhält man, wenn man u, Pund r als Hexaid- 
flächen, xals Oktaidlläche nimmt, u=a:ob:o c, P=wa:h:m c, 
r=mna:mb:e, x=a:b:c, wobei die v zur Dodekaidfläche 
wird. 
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Die Winkel der Reduclionsebenen werden durch die Winkel 
der Sectionslinien dargestellt, so dass die letzteren den ersteren im 
Allgemeinen um so mehr gleich sind, je näher der Zonenpunct dem 
Puncte M ist und je mehr die Axe c sich dem Perpendikel auf a b 
nähert. Steht die Axe c senkrecht auf der Projectionsebene, so 
sind die Winkel in der Säule gleich den Winkeln der entsprechen- 
den Sectionslinien. Sind die Sectionslinien parallel, so ist freilich 
der Winkel zwischen denselben —= 0, man kann aber doch als 
Mass dieser Winkel den Abstand der beiden Sectionslinien ansehen. 
Zwischen den Kantenwinkeln der Krystalle und den Winkeln der 
Sectionslinien finden nun folgende leicht zu beweisende Beziehungen 
statt, die zum Theil in $. 10 bereits angedeutet sind. Die beiden 
sich zu 180° ergänzenden Winkel einer vierseitigen Zone werden 
durch die beiden ebenfalls sich zu 180° ergänzenden Winkel der ent- 
sprechenden Sectionslinien dargestellt. Bei parallelen Linien, d. h. 
bei unendlich entfernten Zonenpuncten, wird nur der eine (nicht 
immer der kleinere) durch die Entfernung der beiden Linien dar- 
gestellt, während der andere als durch eine unendliche Entfernung 
dargestellt anzusehen ist, und die beiden Winkel eines jeden Kry- 
stallraums zur Projeclionsebene werden durch die unendliche Ent- 
fernung zu beiden Seiten der Sectionslinie dargestellt. Unterschei- 
det man die Flächen als obere und untere, je nachdem sie die 
positive oder die negalive Axe c schneiden, so ist der Winkel zwi- 
schen zwei oberen Flächen gleich dem zwischen den beiden unte- 

,* 


ren derselben Krystallräume und ergänzt den zwischen einer obe- 
ren und einer unteren zu 180°. 

Nach den früberen Entwicklungen ist nun der Winkel zwischen 
zwei obere Krystallflächen dargestellt durch den Winkel der Sec- 
tionslinien, innerhalb dessen der Punct M liegt, also durch denselben 
Winkel (oder dessen Scheitelwinkel) derjenige zwischen den beiden 
unteren Flächen. Diese Unterscheidung ist nicht wohl durchzu- 
führen, sobald Säulenflächen auftreten, in der Säule ist aber die 
Beziehung zu erkennen, wenn man die Sectionslinien parallel sich 
selbst fortbewegt denkt, so dass sie den Punct M zwischen sich 
fassen, und bei den Winkeln zwischen einer Säulenfläche und einer 
anderen Fläche hat man die Sectionslinie der Säulenfläche parallel 
sich selbst fortbewegt zu denken nach der gehörigen Seite von M, 
wobei der Winkel der Säulenfläche mit der oberen Fläche des 
andern Krystallraums durch den Winkel der Sectionslinien darge- 
stellt wird, in welchem M liegt: man kann indess auch den Zonen- 
punct der Säule soweit auf der posiliven Axe a fortbewegt denken, 
dass die Zonenverhältnisse nicht gestört werden (d. h, unendlich 
wenig), und die Säulenflächen auf der Vorderseite des Krystalls 
als obere, die auf der Rückseite als untere Krystallflächen ansehen, 
wobei nur für den Krystallraum w&a:b:wc (seitliche Hexaid- 
fläche) eine Zweideutigkeit bleibt, die auf die obige Weise zu heben 
ist oder dadurch, dass man den Zonenpunct zugleich um eine 
unendlich kleine Grösse nach der Seite der positiven b fortbewegt 
denkt und die Hexaidfläche auf der rechten Seite als obere, die auf 
der linken Seite als untere Fläche ansieht. 

In der Anwendung macht übrigens die Deutung der Winkel 
selten Schwierigkeiten. 

$. 22. 

Als Fundamenlalsalz für die Beziehungen zwischen den Zonen- 

puneten und Sectionslinien (siehe $., 12) kafın man folgenden Satz 


ansehen: 
b 


Lehrsatz. Liegt der Punet (m 5) in der Sectionslinie 
a, 5b 


- so ist 
10 n 


ı 
Pag pn Saum, 
Der Beweis ist für die verschiedenen hierbei zu unlerschei- 
denden Fälle nach Art der beiden folgenden zu führen: 


1) m, n, p und q seien positiv, alle 2 a (Tab. V, Fig. 1), 
Dee (> -), EG MB, also FG — a GM—%, 


mn, p 


*) Es ist gleichgültig, welchen Winkel die Axen mit einander bilden. 


2 < 
D=— — I, 0 is 
m p 
a ar. a bh 
m Ro | m p q 
l I} /1 l 1 
-ıo—| Nase 
m n \m p q 
1 1 1 
Se le sen rn elc. 
m. q m.n n. p 
2) Es seien m und n=@,m:n=x:»v, beide positiv, 
also (Tab. V, Fig. 2) DE = n = die Sectionslinie einer Säulen- 
% : E ; >=0 = a b ST 
fläche, p negativ, q positiv, beide © ,F=(—, —), FGUMB, 
<o Bao ıQ7/ 
also FG = 2, so ist 
a br. a b 
Er pgq 
mgqg=—np. 
0=pn+qg.m=p.v+g u. 


Es ist aber die Gleichung p. 9=p. n + q. m hiermit iden- 


tisch, indem die endliche Grösse 
ssen p. n und q. m verschwindet. 
Beı einigen der in diesem B 


p- q gegen die unendlichen Grö- 


eweise zu unterscheidenden Fälle 


ist der Wechsel der Vorzeichen zu beachten, wonach z. B. 
a [ a a a 
M = =, Dun * m 
Anm. Setzt man 1 —x Ai Re ——us0 BL x:y—=(X— 2); 
m !'n van q 2 
$. 23. 
Lehrsatz. Das Zeichen des Zonenpunctes der beiden Linien 
a a b /a b 
— und - ist | ; |, so dass 
m n m, nn, K p q PS 
1.0: n—ın, l m, —m 
p mn—n,m q mın—mn, 
Bew. Es folgt aus $. 22 
p P—m — m 
pH — PM fo 
q n n, 
n, (p m) = nn (p — m,) ete 
und auf ähnliche Weise der Werth von q. 
Beispiel. Tab. I, Fig. 5 istr,=a:th », Zach: 
alsom=| N — 
nr, n, =1, also 


der Zonenpunct r,, tr, — 


ı=—a:—tb ,„=-4ta:—b 
m=—1 m =—2 
n=—; n, =— 1, also der Zonen- 
| — 3— (—]) 
punct ],,1,, = (Fa, YA b) 
=(-73,-3b) 
Mn. A BETEN b EL 
Tab. IV, Fig. 5 ist N= 5:35 n,=3a:3b. 
nm—=@ m, =+4 
n—3u@® nn, = 5 
also der Zonenpunct 
(30 — 2 yo 
M,n = I—: > — 
a e e © 3m ee) 
(30 [0.) 
(Fo 7b) 
3 3 
=($a, 3b) 


Zusatz. Durch eine ähnliche Reduction wie die obige kommt 
man stels zum Ziele, wenn der Zonenpunct einer Säulenfläche mit 
einer andern Fläche zu bestimmen ist, in der Regel ist derselbe 
mit Hülfe des im folgenden $. abzuleitenden Satzes indess sehr 
leicht zu bestimmen und ist demnach die aus der obigen leicht 
abzuleitende Formel 


1 n 1} m 


p mna—n,m er mın—n, m 


v @ b A: € t D Ne 
für den Zonenpunct = z der Fläche - — :c mit der Säulen- 
pP 1 i 


5 a. b e - en 
fläche Pe für die Anwendung ohne besondere Wichtigkeit. 


& 5 . FRE b F 
Anm, Der unendlich entfernte Zonenpunct, dem eine Linie — ; — angehört, 
m'n 


hat, wie früher abgeleitet ist, das Zeichen (® -, 0 dasselbe 
m n)' 
Resultat erhält man, wenn man nach den angegebenen Formeln den 


F RE - R Er 
Zonenpunct von — : — mit der unendlich entfernten Linie 00 a: coh 
m n 


bestimmt. 
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Eine besondere Berücksichtigung verdienen die Kantenzonen- 
puncte, d. h. diejenigen Zonenpuncte, welche auf der Sectionslinie 
der Säulenfäche a:b: wc oder a:—b:wc (Dodekaidflächen) 
liegen, oder für welckep= + q ist. 


Füra:b:oc,d.h.p=-—.gq wird die Gleichung 
p-gq=p.n+q. m 
reducit u p=m—n, 
q=— (m—n) und 
für a:—b:@c, d.h.p=q wird dieselbe Gleichung reducirt 


aufp=m+-+n, 

q=m+tn. 

Hieraus leitet man leicht die Regeln ab: 

l) Liegt der Kanteuzonenpunct zwischen den beiden Durch- 
schittspuneten der Sectionslinie mit den Axen, so ist der absolute 
Werth von p gleich der Summe der absoluten Werthe von m und n. 

2) Liegt der Kantenzonenpunct nicht zwischen den beiden 
Durchschnittspuncten, so ist der absolute Werth von p und q gleich 
der Differenz der absoluten Werthe von m und n. 

Beispiel. Tab. IV, Fig. 5 istn, =3a:}2b, also 


m}, mtn=I1 
n=2 m—n=—4+, 
es ist demnach der Zonenpunct 
h,n, = (a, b) 
1 1 e 
un =(- 23, b) = — 33 3b 
3 3 / 
$. 25. 


Lehrsatz. DasZeichen der Linie, welche in die beiden Zonen- 
t : — = 
ee Er a Dt 
4) PP (1 9) gu(P—Pı) 


t fa b ad (a 
‚unclie = U - 
BYNS | p’q 7 ’ 


a; x ua a ; 
Bew. Das Zeichen der Linie sei m: 80 ist nach $. 22 
n 


pg=pn+tqm Pr ı =Pın + qı m oder 
pp gaq=zppıntqgp m Pr ı=pp a tpq, m 

folglich p pı (1 — = (pqı —4Ppı) m, 

ala ı a A 

also - Zn nn, 


m pp ı—YP' 
Auf ähnliche Weise ergiebt sich 
HEN 1GP: 
n qq (P—P)) 
Beispiel. Tab, Il, Fig. 5, geht n durch den Zonenpunct |,, 1, 
parallel P,, also durch die Zonenpuncte (— 4a, — 5b) und 


(— oa, mb), es ist also 


l 
p=—3 pn=- 9.70 
I 
y=—3 I Pe 7 also 
(3.088 3:0-—3.0 i 
Unze (30% Day 9 N Teer ey} h) TER u b 


e BEN 
Derselbe Werth ergiebt sich auf folgende Weise: 


: r - b 
Die n ist parallel P=a: b, also von der Form _ Be der 


Zonenpunct ],, I,,n = (— 4a, — 4b) ist Kantenzonenpunct, also 
; 1 
hiern= (- Za R — = (— 2a: — 22h). 
u = / 
$. 26. 


Bezeichnet man im hexagonalen Systeme die Axen wie in $. 17 
und nimmt alsdann a, und a, als einzige Nebenaxen mit gleichen 
Axenlängen, so ist die Zwischenaxe «, welche den Winkel der posi- 
tiven a, und a, (= 60°) halbirt in Bezug auf dieses Axensystem 
die eine Kantenzonenlinie als Sectionslinie des Krystallraums 


. ee.‘ 4, . . . 
a,:—4,:%9 c. Eine Linie — : —= schneidet also die « in dem Puncte 
IK v 
a, Asa ' : - r r Tmg.: 

——, -—— | und die auf & abgeschnittene Länge x (Tab. V, Fig. 3) 
u--rv ur? nn 
ist die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks mit den Schenkeln 

und den Winkeln an der Basis — 30°, also 
u+? 

a a > er 

x—2. ——. cos 30% — ——. ],, was offenbar auch hinsichtlich 

kt» ur» * 


des Vorzeichens stimmt, die Hälfte der & als positiv genommen, 

welche zwischen den positiven a, und a, liegt. Nimmt man nun 

ay, —e als Einheit der Axe «, so ist der Durchschnittspunct 
& 


at v 


Die zweite Kantenzonenlinie in Bezug auf die Axen a,, a, ist 


° . d a a 
a,, also der Durchschnittspunct von a, mit der Linie 4:2 — 


PR 
a, a? 
—— N, 
u—) ur 


Die auf a, abgeschnittene Länge (Fig. 37) hat immer das Vor- 
. a, . > 
zeichen von — -——-, und hat wegen der Winkel von 60° und 
H—V 


der gleichen Axeneinheiten a, und a, als Seite eines gleichseiligen 
Dreiecks denselben absoluten Werth; in dem Zeichen jeder Linie 


a a, a . 7. Ks 
1,2;,2 jst allo a—=v— u und das Zeichen derselben Linie 
du v Tr 

p . . . « u 4, 
auf die rechtwinkligen Axen « und a, bezogen ist Kram oder 


w a; 
utn v—u 

Zur Berechnung der Seclionslinien und Zonenpuncte kann man 
nun entweder alle Linien auf die rechtwinkligen Axen & und a, 


beziehen, wo man der Übereinstimmung mit den früheren Bezeich 


zZ I 


nungen halber a, durch 8 bezeichnen kann, und wo dann zwischen 


a ,ß 


den beiden Zeichen = ‚22,3 und: = für dieselbe Linie die 


v 7T m 
Beziehungen sind 

m yu4trv 

nz=sz=v—u 
(siehe auch $. 53 Anmerkung); oder man kann in jedem einzelnen 
Falle zwei bestimmte Axen als einzige Nebenaxen ansehen, wo eine 
Zwischenaxe und die dritte Nebenaxe die beiden Kantenzonenlinien 
sind. In den meisten Fällen kann man jedoch diese Rechnungen 
durch verschiedene Hülfsmittel bedeutend abkürzen, 

Beispiel. Tab. III, Fig. 5 schneidet h, die a, in 4, die a, 


. e 2 1 s a a8 } 
in 1, also dea, n — —=H+ Essit,=—:72:7, soist 
ed 2-+1 = 1 De; 
v„—_4 u-tnr=v, also v—n==4 und wegen des Zonenpunctes 
t,, P,n,; vl, also v=#, an =1 und I, —2a, :%a,,:4a,. 
Dasselbe Resultat würde folgen aus «=2 und t, 4 h,, also 
u:v:n=2:3:1. Die v, schneidet a, in 4, a, in — 4, also a, in 
1 e s a a, a. sr r > 
379 7; und ist somit = u ze Die u, schneidet a, in 
1 und geht durch den Zonenpunct von v, =4a, :— ta, und p, 
als Sectionslinie der Säulenfläche $a, :a, :@c. Dieser Zonen- 
u,.% a 4, r 
punct sei in Bezug auf a, und a, — ee A) so ist 
p.q=— 2p+5q p:g=— 2:1 
ao p=— 2q 
9 
: u  ) 
1 5) j 
: a, ..83 ; 
und u, si= 2 —, so ist 
m n 
pgq=pn+tqgm neh, also 
“ 9 
—9—- 9 — —m 
2 2 
N} 
Es ist also u, —= TEIREN und schneidet somit die a, in 
De #9 
1+1° 12 
*) oder kürzer pg = — 2p+5q=pn-+qm 
p=—2gq | 
4+5=—?2+tm 


m—1l. 


$. 

Aus den Entwicklungen in $. 22— 26 folgt: 

l) Wenn zwei Sectionslinien durch rationale Axenwerthe be- 
zeichnet sind, so ist auch der Werth des Zonenpuncles rational. 

2) Wenn zwei Zonenpuncte durch rationale Axenwerthe be- 
stimmt sind, so ist auch der Werth der Sectionslinie rational. 

Nach $. 3 haben also alle Flächen eines Krystalls rationale 
Ableitungszahlen, wenn irgend vier zur Deduction genügende Flächen 
durch rationale Ableitungszahlen bezeichnet sind. 

Hiernach sind bei der Berechnung der Ableitungszahlen aus 
Winkelmessungen die sich ergebenden Werthe innerhalb der Gren- 
zen der Beobachtungsfehler auf einfache Werthe zu reduciren *). 

Für eine ähnliche Vereinfachung der berechneten Axenlängen 
a, b, c, wo dieselben ungleich sind, ist jedoch durchaus kein Grund 
vorhanden, selbst wenn dieselben sehr nahe, z. B. durch Quadrat- 
wurzeln aus einfachen rationalen Zahlen sich ausdrücken liessen. 


Zweiter Abschnitt. 


Berechnung der Krystalle. 


I. 


Berechnung der Kantenwinkel und der ebenen Winkel in rechtwinkligen 
dreiaxigen Systemen im Allgemeinen. 


Für die Berechnung der Kantenwinkel sind dreierlei Flächen 
zu unterscheiden: 
1) die Projectionsebene =@®a:@b:c, deren Sectionslinie 
sich nicht zeigt, 


2) die Flächen parallel der Axe c= —: — : @c, deren 


Sectionslinien durch M gehen: Säulenflächen, 
3) die Flächen, welche die Axe c und wenigstens eine der 
. a b © 
Axen a und b in endlicher Entfernung schneiden — DIET 


*) Wegen der Art der Reduction siehe %. 4. 


: 2 b 
also nach $. 4 darzustellen durch die Bezeichnung r m: 6, de- 


ren stets sichtbare Sectionslinien nicht durch M gehen: Polflächen. 
Hierbei ist unter 2 und 3 weder m noch n jemals = &, während 
eine von beiden = 0), d. h. — oder n — @ sein kann. 

Die Kantenwinkel der Krystalle werden demnach gebildet: 

1) durch die Projectionsebene und eine Säulenfläche, 
2) durch die Projectionsebene und eine Pollläche, 
3) durch zwei Säulenflächen, 
4) durch eine Säulenfläche und eine Polfläche, 
) durch zwei Polllächen, 

Der Winkel zwischen der Projeclionsebene und einer Säulen- 
fläche ist offenbar — 90° in allen Systemen, wo die Axe c senk- 
recht auf der Projectionsebene steht, kommt also nur in den klino- 
basischen Systemen in Betracht; der Winkel zweier Säulenflächen 
ist gleich der Summe oder Differenz der Winkel, welche die ein- 
zelnen Flächen mit der Axenebene ac = @a:b:wc (seitliche 
Würfelfläche) bilden; der Winkel zweier Polflächen ist gleich der 
Summe oder Differenz der Winkel, welche die einzelnen Flächen 
mit der durch denselben Zonenpunct gehenden Säulenfläche bilden; 
es sind also die Formeln zu entwickeln: 

I) in den klinobasischen Systemen für den Winkel zwischen 
der Projectionsebene und einer Säulenfläche, 

2) für den Winkel zwischen der Projectionsebene und einer 
Pollläche, 

3) für den Winkel zwischen der Axenebene ac, im hexago- 
nalen Systeme «c, und einer Säulenfläche, 

4) für den Winkel zwischen einer Säulenfläche und einer 
Polfläche. 


5 


$. 29. 
Die zunächst folgenden Entwicklungen enthalten allgemein ma- 
thematisehe Sätze, deshalb und wegen einiger späteren Anwendun- 
gen werden in denselben statt der krystallographischen Bezeichnun- 


a 


b A er. ler 3 er 2: 
gen — :—:c für eine Fläche, —: — für eine Sectionslinie und 
m n m n 


b . . ? 
(=, - für einen Punct die Bezeichnungen x: y:c,x:y, (z, u) 
pP q : s { 
angewandt, wofür späterhin substituirt werden wird 

a b a b 

-—X, - _Y = U 


m n EP ug 

Wenn diese Unterscheidung auch für die praclische Anwendung 
ohne grosse Bedeutung ist, so unterscheiden wir doch die Winkel 
als positiv und negativ, indem wir $. 29, 3 die Ebene ac oder «c 


28 


und $. 29, 4 die Säulenfläche als Anfangspunct der Drehung nehmen 
und dieselbe als positiv ansehen in der Richtung von der positiven 
a zur positiven b (d. h. von rechts nach links). Die Winkel ge- 
gen die Projectionsebene nehmen wir als positiv bei den Reductions- 
ebenen, welche die positive a schneiden, und berücksichtigen den 
Winkel, in welchem die Axe c liegt. Alle Quadratwurzeln, die in 
diesen Entwicklungen vorkommen, sind postiv zu nehmen. 


PR den r a h 5 ; 
In dem Zeichen der Säulenfläche — : — : oc nehmen wir bei 
m n 


allen Formelentwicklungen für die Winkel m als positiv. 


$. 30. 
Lehrsatz. Bei rechtwinkligem Axensysteme ist der Winkel 
zwischen der Polflächke x: y:c und der Projectionsebene —= P, 
x 
sondass.colg/P = ——— 
A ur2 
044% 1%: 
y? 


Bew. Es ist tg P gleich c dividirt durch das Perpendikel von 
M auf die Sectionslinie. Es sei (Tab. V, Fig. 4), wie in allen fol- 
genden Figuren die Axeneinheit der Hauptaxe ce= MC, während 
durch A und B nur die positiven Richtungen bezeichnet werden, 


DE die Sectionslinie = x:y, MF das Perpendikel auf DE, so ist 
(Fig. 5) MF: ME =MD : DE DE? = MD?-+-ME? 
MD. ME > Sn 
also ME = ———— = — ———— 
Y MD: + ME? yx”-+-y: 
MF x.7y x 
tolg x Be — => 
Ver Vır: 


Anm. Die Gültigkeit der Formel für x=w oder y—w ist leicht nach- 
zuweisen, Das Vorzeichen hängt von x ab, wie im $. 29 angegeben. 


$. 31. 
Lehrs. Bei rechtwinkligem Axensysteme ist der Winkel zwi 
schen der Säulenfläche x: y:@ e und der Ebene ae=P, so dass 
cote P= — En 
> y 
Bew. Es sei (Tab. V, Fig. 2) DE die Sectionslinie der Säulen 
fläche, so liegt in ihr ein Punct F= (—x, y) Es sei FG senk- 
recht auf AM, so ist P= 2 GMF EO=N MG —Xx, 
MG x 


also colg P = sen SE 


wobei das Vorzeichen mit den Bestimmungen in $. 29 stimmt. 


Anm. Die Gültigkeit der Formel für x oder y= 9 ist leicht nachzuweisen 


In 
$. 32. 


Lehrs. Bei rechtwinkligem Axensysteme ist der Winkel zwi- 
schen der Pollläche x: y:: c und der Säulenfläche, welche mit ihr 


durch den Zonenpunct (z, u) geht —= P, so dass 
C ;y I < 2 
elg 1% — —— 


.yVeotzyu 
Bew. Es sei (Tab. V, Fig. 6) DE=x:y die Sectionslinie der 
Fläche CDG=x:y:c, G= (z, u), also CG die Zonenaxe der Säu- 
lenfläche MCG und der Polfläche DCG. Man fälle von M das Per- 
pendikel MK auf CG und errichte in M das Perpendikel ML auf 
MG, so ist 
P= X MKL, olso 
MK 
\ co P = — 
D) otgP= ML 
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke (Fig. 7, wo nur die Ebene 
MCG dargestellt ist) folgt 
MK: MC =MG: CG 
c, MG 
(I) =-- 
(IM) MK = &G 
Es seien GR und LN senkrecht auf MB, so folgt aus der Ähnlich- 
keit der Dreiecke (Fig. 8, wo nur die Ebene a b dargestellt ist) 
ML:MN=MG:GR 
Es ist aber GR = z, also 
MN. MG 
(I) ML = — 
Aus 1, II und III folgt 
cz 
ole P — eu 
colg P= TE yN.cCG 
Es ist aber 6G = YMC® + NG?= Yer+z2 + us, 
c. zZ 


also cotg P=-+ MN. vs — - 


Ve? +z?+u? 


Aus der Figur sieht man, dass der Winkel P positiv ist bei 
ungleichem Vorzeichen von MN und z, negativ bei gleichem Vor- 
zeichen, es ist also 
c. zZ 


MN. yo 2 Lu: 


u 


(IV) otg P= — 


Nach $. 22, Anm. ist 
x:y=(x—NL):MM 
und nach Fig. 8 mit Rücksicht auf die Lage von L und G in zwei 
aneinander liegenden Quadraten 
NL:MN=u:— z 
yu 


also x. MN=x. y-+ =— MN 


zZ 


NN = 


also nach IV 


Anm. Die Gültigkeit der Formel für die verschiedenen Fälle, wo 
die Figur verändert wird (x @ete.) ist leicht nachzuweisen. Dieselbe 
wird für alle derartigen Fälle bedeutend vereinfacht. Liegt der Zo- 
nenpunet (z, u) in unendlicher Entfernung, so ist ze @,u— ©, 


2:u——x:y und wird demnach die obige Formel 
C. } eye = 
u 
cotg P= + 17 = 
X ] De 
Be ae 


| 
al 
I 
+ 


FT as 
= 
2 + 
Am 
[> [77 
EC 


+ ———— 


wobei das Vorzeichen — gleich dem Vorzeichen von u ist. Dieselbe 


Formel eıhält man aber durch Ableitung aus der Figur, wo die Sec- 
tionslinien der beiden Flächen parallel sind, oder aus $. 30, indem der 
hier gesuchte Winkel den dort gefundenen, beide als spitze Winkel ge- 
nommen, zu 90° ergänzen muss. 


$. 33. 


Lehrs. Bezeichnet man die Winkel, welche die Fläche x:y:c 

mit den Axenebenen be, ac, ab macht durch P,, Pp, Pe, so ist 
x. cos Pa =y. cos P, =c cos Pı 

Bew. Es sei (Tab. V, Fig. 9) DEC=x:y:c, F der Durch- 
schnittspunet der Perpendikel von den Eckpuncten des Dreiecks 
DEC auf die gegenüberliegenden Seiten, so ist MF senkrecht auf 
der Ebene DEC und MG, MH, MJ senkrecht auf CE, CD, DE, also 
Pr =&XMGD Pr=%MHE Pe= MIC 


Fe == 


Wegen der rechten Winkel DMG, EMH, CMJ ist aber (Fig. 10, 
wo nur die Ebene DMG dargestellt ist) 
X DMF=MGD EMF=MHE CMF=MIJC 
und ferner ist 


- MF = _MF a ME 
cos DMF = DM cos EMF — EM cos CMF = CM 
MF MF MF 
also cos P, = : cos h = = cos Pe = MF 
) c 


oder MF —=x. cos PP =y cos =c cos P., 


Anm. Die Ableitung ist nur gültig für die absoluten Werthe von x, y, c 
und für Pa, Pb, Pc < 90°, es genügt dies aber für die Anwendung. 


$. 34. 
Lehrs. Der Winkel, welchen die beiden Zonenaxen nach 
den Puncten (z, u) und (z,, u,) mit einander bilden, ist = Q, so 
dass 


cos U = —— = u pie NE — 
Ver +2? +u2. Ye +z2 tu? 
Bew. Es sei (Tab. V, Fig. 11) D=(, u, E= (z,, u,), 
so ist Q= X DCE. 
DE? = CD? + CE? — 2 CD. DE. cos Q 
2 CD. DE cos Q = CD? -+ CE? — DE? 
alle Linien als positiv genommen. 
Es ist aber wie im $. 32 
CD? —=c? + 2? + u? 
CE? = c?-+ 2,?-+ u,? 
und DE ist Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks DFE mit den 
Catheten + (z — z,), & (u — u,), also 
DE? = (z — z,)? + (u — u,)? 
=? — 27. +2°-+u?— 2u. u +u,2. 


Es ist also 
2. CD, DE. cos Q=2(c-+ zz, + u u,) 
Substituirt man hierin die posiliven Werthe von CD und DE, so 
ergiebt sich 


cos Q = —————— tt —, 
Ve?+z?+u?. Vc?+z,?+u,? 


wobei das Vorzeichen von Q durch den Zähler des Bruchs bedingt 
wird. 


Anm. Liegt E in unendlicher Entfernung, so it zz, =<@ uddu—=%, 
das Verhältniss z, :u, ist aber bestimmt durch die Gleichung der 
Fläche CDE. 

Es sei CDE eine Säulenfläche, so ist 
ZU 20, 


es wird demnach 


co 0 = -r —— = = 


Ware > Zr! 


wo das Zeichen — dem Vorzeichen von u, entspricht, oder weil 


c 2 z 
an me 
u, u, u 
2 
zZ. — u 
=: 
0 N 5 - 
ie / 
hg { AT 
| ce? 4 22 + u. ] } 
re 
En 2? + u? 
re u? Vz? tu? 
wo das + gleichen, das — ungleichen Vorzeichen von u und u, ent- 


spricht, also 


% 


lu 

Dieselbe Formel erhält man aber durch unmittelbare Ableitung aus 
der Figur. 

Auf ähnliche Weise ist die Gültigkeit der Formel nachzuweisen, wenn 
% auf einer Polfläche lieg. Wenn D und E in unendlicher Entfernung 
liegen, so ist CDE die Projectionsebene, wobei der Winkel durch die 
Sectionslinien zweier Säulenflächen dargestellt werden kann. 

Es sei hierbei zzu—=x:—y, 2, :u, =x,:—y,, d.h. D und E seien 
die unendlich entfernten Zonenpuncte der Projectionsebene mit den 
Säulenflächen x:y:@c und x,:y, :&%c, so verschwindet die endliche 
Grösse ec? gegen die unendlichen z, u, z,, u,, es ist also 


cos U = 


| Das Vorzeichen + muss hierbei dem Producte den Vorzeichen von 
u, u,, J, Yı entsprechen. Dieselbe Formel erhält man durch unmittel- 
bare Ableitung aus der Figur. 


$. 35. 
Lehrs. Ist die Fläcke CDE=x:y:e, so gilt für den in 
$. 34 angegebenen Winkel auch die Formel 


‚2 Zn 
rd d c + 2: Zn + j u 


Bew. Es ist ogQ0 —=- 


wobei auch das Vorzeichen stimmt. Substituirt man hierin den 
Werth für cos Q, so ergiebt sich nach einigen leichten Reductlionen 


z.2 rıu.u 
f t I 
ctgl = — er — = 


+ (u, — u)?} + (zu, —u 2z,)? 


Nun ist nach $. 22 Anm. 
EI TE ZU U xııy=k—2):U, 
woraus folgt 
ge 7; n— zu; x =. = 2 
u—u, v u—Uu;, 
Diese Gleichungen mit der obigen verbunden geben die im 
Lehrsatze angegebene Gleichung. 
Zusatz ]. Nimmt man das Vorzeichen + gleich dem der Diffe- 
renz u — u,, so ist 


cogQa—=— 


ce? +z.2, Fu. u, 
7 3 DEN > 
ee c? Sti+x 
y° / 


Zusatz 2. Die obige Formel ist allgemein gültig, für die An- 
wendung ist es jedoch vorzuziehen, folgende drei Fälle zu un- 
terscheiden: 

l) Es sei CDE die Projectionsebene, so ist nach $. 34 Anm. 
unter den dort geltenden Bezeichnungen 


cos () = Fr 


J- Jı 


VYxsı,?+y:: 


oder entsprechend der obigen Ableitung 


- x. x, +yy 
ct Q = + —— tt 


Van y-yı 9% 


Nimmt man hierbei, was immer geschehen kann, x=x, und 
positiv (in der Regelx=x, = a), und nimmt man das Vorzeichen 
von Q gleich dem der Differenz y — y,, so ist 

: = "+ryYJı 

= t,yoy) 
wobei das + dem Producte der Vorzeichen von u und u, ent- 
spricht. 


2) Es sei CDE eine Säulenfläche = x, :ı:@ &, 


a 2 
oit —_———. undx=0, also 
20 Yı 


ce +2.2, tuu, 


(u — u,) I ee 


cotg OD = 


vder CDE=X:Y:@c 


e+2..2 wu, 
cotg 1 en 
(u — u,) | EN 
Velg+ı) 
Es ist aber zzu= —x:y 


zw —XKiy, 
u. u,. x? 


also A A - 
1 y: 


x? 
®+uu (+ 1) 

ce ld = —— RE ER = 

? ( MlZ E Yaram.N 
u—u)) | er [: 

=+) 

Es sei der Winkel der Säulenlläche zur vorderen Hexaidflläche 
a:nb:wc=Pa, $0 ist 


= — tg Pa r 
yi 5 
x? 1 


also —-- 1 = 
= 
u, u, 


cos Pa” 


cog l = - 
KUS—US.): ] 


cosPa- 
oder cos P positiv genommen 
Sr 2. cosPa tu. u, 
(u — u,). c. cos Pa 
wobei das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz u — u, ist. 
3) Es sei CDE eine Polfläche, der Neigungswinkel derselben 
zur Projectionsebene — P., so ist 


2 o 

u (1 na 5) =,x% ig Pe’ 
c2 +) te=x zu 
\ y?) ; "cosPce 


Es sei der Winkel von CDE zur vorderen Würfelfläche 
a:ob:wce=P, so ist aber nach $. 33 
x? c? 


nm 
cos Pe cos Pa 


ce? +z.2, +uu 
also og = — 


(u —u)). © cos Ps, 


. 


wobei, cos P, positiv genommen, das Vorzeichen von Q gleich dem 
der Differenz u — u, ist. 


$. 36. 
. . . . > a 
Substituirt man in die oben gefundenen Formeln — — x, 
m 
b a b : ? 
-=y—-=zund — =uelc, so ergiebt sich: 
u P q 
= . » r a b 
1) für den Winkel Pe. zwischen der Polfläche — : — : ce und 
m n 
der Projectionsebene wa:@b:c 
a l *) ab 
colg P. = MD ————— m ———— = 
me | A n? a? C Ym?b? + n?a? 
m? b 
colg P 


oder mit Anwendung der Formel cosP = 


V + cotg P2 


cs. =+ — ner —- 
V «* (m? b2 + n? a2) + a? b? 
2) für den Winkel Ph zwischen der Säulenfläche — : Dr ne 
n 


und der seitlichen Hexaidfläcke wa:b: wc 
cotg Ph = — —., 
3) für den Winkel P zwischen der Polflläche = :— :c und 
n 


SR = FR - a b\ 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct |—, 2 
Brr.q 


geht, 


cotgP — 


a b / ee a To 
= = V e+ (#)’+(®) 


pP 


c. jmp ba — ngaz} 
=+- = 
a. b. V »? q? c?2+q? a®-+-p? b2 


n 8 & asing - 
) Oder mp > tg p gesetzt cog oe ——+ nr welche Formel wir aber 
im Allgemeinen nicht weiter berücksichtigen werden. 
Auf ähnliche Weise können auch die übrigen Formeln umgeformt 
werden, 


3* 


35 — 


in welcher letzteren Formel das Vorzeichen 4 dem Vorzeichen des 
Productes p. q gleich ist. Liegt hierbei der Zonenpunct auf einer 
- [ ä b 
der Axen a oder b, so ist — oder "=0und!— oder -— > 
q p p m q n 
und die Säulenfläche ist die seitliche oder die vordere Hexaidfläche, 
es ist also 


= 2 . y: a b 
a) für den Winkel P, zwischen der Polfläcke —: — : ce und 
m n 
der seitlichen Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe a 
nac 
co = — ———— — 
En BER 
m. b ec? (>) 
fr a 
nac 


b. Vm? + a? 
wobei das Vorzeichen I dem Vorzeichen von m entgegengesetzt 
ist, oder mit Anwendung der Formel 


cotg P 
cos P, = —— A Ne u ; 
V ı1-+cotg Pr 
nac 
cos Pp = Zr Sen er Man ee 
V« (m? b?-+-n? a?) + a? b? 
r 7» - \ Han a b 
b) für den Winkel Pa zwischen der Polfläche Be ER und 
n 
der vordern Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b 
mb ce 
colg Pa —. = = 
n. a, e? ( Ni 
rn, 
mbe 


wobei das Vorzeichen gleich dem Vorzeichen von n ist, oder 
durch dieselbe Ableitung wie oben 


et —mbe 
V ©? (m? b®-+n? a?) + a? b2 
Es ist endlich nach $. 32 Anm. 
c) für einen unendlich entfernten Zonenpunct, d. h. wenn die 


era Ar Sr % 5 8“. 
Sectionslinien der Säulenfläche und der Polfläche ea paral- 


ne ist, 


’ ! , b fe 
wobei das Vorzeichen + dem Vorzeichen von -—— + gleich ist, 
=— c 


oder 


RER, 1} m? b2-+.n? a2 


cotgP = SE 


p 3 - : P b - 
wobei das Vorzeichen dem Vorzeichen des Productes — gleich ist. 
q 

d) Für den Kantenzonenpunel p=gq ist ($. 24) p=m-+Hn, 
q positiv, also 


ce (mpb? — nqa?) 
cotgP = —— m 
ab IE q? c?+q? a? --p? b2 
Ser, c gan — na?) 24,8 c (m (a?+b?) — pa?) 


abVYp: ®ta® tb? ab peor-tar-pbr 


wobei das Vorzeichen + gleich dem von q ist, 
+ ° (mb? — na?) 
abYV (m-+n)? c®+a?+b? 


. 2 cotg P 
oder mit Anwendung der Formel cos P= SE 


cotgP = 


- ar c (mb? na?) 
cos SE! a —_— = —— on 
| (a?-t b2) je (m? b?-H-n? a?)-+a? bet 


Für den Kantenzonenpuntt p=—qyistp=m —n, 


m p- q ne- 
gativ, also 


er c (mb? + na?) 

ab. Ve ce +a2-+b: 
y (m c (m (a?+b?) — pa?) 

ab p:2 Re b? 

ce (mb? +-na? 
 — EB — Be 
ab V (m —n)2 c? ?- FEN 
wobei das Vorzeichen + gleich von q ist, oder 


c (m b2 na?) 
cspP=-+t- — — +ns 


cgP = 


FE 
Vı (a?-+ b?) je (m? b?-+-.n? 22) -taz! b2\ 


In den Formeln für cos P muss das Vorzeichen durch den 
jedesmaligen Fall bestimmt werden. 
Es ist ferner unter den Bezeichnungen wie in $. 33 
R f Be a b 
4) für die Fläche — : — : e 
m 


a bh 
N N — - 605: Ph == c..008 Pos 
m n 


ER 


| $. 37. 
Durch dieselben Substitulionen erhält man: 
I) für den Winkel Q zwischen den beiden Zonenaxen nach den 


: b ‘a t 5 PAR 
Puncten (—, -) und = i = auf der Sectionslinie 2 
pP g, Pr 79, n 
a E t b 
en, en I 
P Pı q qı 
a SIRITHNE a \2 b \2 
a (b / a\ 
\ ce? ah, l ce? (> nt 
Hi En Pı 6 
2) für den Winkel Q zwischen den beiden Zonenaxen parallel 
er A t a l Re A 
den Sectionslinien rn ; — und = :—, d. h. für Zonenaxen in der 
ı ı 
Projectionsebene 
a a bh b 


colg 0) — + - BT " E I, 
| (- ! b Br Be 


oder m—m, =] gesetzt 


b b 
Tg 5 

eg l — = 77h b 
a) 
n.n,.a?-+-b2 


+ e 


—a.b. (n —n) 
in welchen beiden letzteren Formeln das Vorzeichen + dem Vor 


t b . ® 
zeichen des Producles von : —t@ und Fasz + gleich ist, 
ı 


3 : b b 
das Vorzeichen von Q gleich den von „ 7, genommen, 
I 
3) für den Winkel Q zwischen den beiden Zonenaxen nach 


E b 
den Puncten (=, .) und ( 
p q \ 


a bi h 24 } 
—, = auf der Sectionslinie einer 
Pı7 «417 

Säulenfläche, den Winkel der Säulenfläche zur vorderen Hexaidfläche 


— P, gesetzt, 


g. 4, ©. cosPa’+b? 


— So, 
(1 —q) b. ce. cos Pa 


: > S h b 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz DT 
I 
4) für den Winkel Q zwischen den beiden Zonenaxen nach 


'a b t .: R r 
den Puncten (—, —) und (= . -) auf einer Polfläche, den Wın 
\P q Pı qı 
kel der Pollläche zur vorderen Hexaidlläche —= P, gesetzt, 
NE 
> = y Pı q gi os P 
cotg (0) mu Be S . ıC08.Pa 
b b 
| — —|c 
q 4% 
P- Pı- 4: 9, e?-+q. q, a?+p. pı b? 
an Fe a ge ee Ye c0s P, 
P-Pı (11 — 49) b. e 
b b 


cos Pa positiv und das Vorzeichen von Q gleich dem von er} 
q 1 

genommen, 
Anm. Es mag hier nochmals bemerkt werden, dass in der Anwendung für 
gewöhnlich die Unterscheidung der Vorzeichen ohne Werth ist, Ist eine 


Se a 
der Grössen N 
m n 


sich die Abkürzung sämmtlicher Formeln ohne Schwierigkeit, weshalb wir 
hier im Allgemeinen nicht darauf eingehen. 

Wo die Formeln unter 3 und 4 unbestimmt werden, bleibt die un- 
ter 1 brauchbar. 


©, also m, n, p oder q = 0), so ergiebt 


Tesserales System. 


Im tesseralen Systeme ist a=b==c; aus den Formeln in $. 36 
folgt also: 
.. “P F Y a b 
1) für den Winkel Pe. zwischen der Pollläche -—;6 und 
m n 


der Projectionsebene 


COWIIHR eg ee ee 


Odennoosähe = =) 
Vm+n:-+1 


.. & vr .. a 
2) für den Winkel P, zwischen der Säulenfläche 100 
n 


und der seitlichen Würfelläcke wa:b: wc 


n 
cotg Pr} —= nn 
9 m 
€ z € s F a a b 
3) für den Winkel P zwischen der Polfläche Fr e und 
m n 
2.56 : [a b\ 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunet |, — | geht, 
E : 


mp—nq 


— Vp% +p?+g? 


wobei das Vorzeichen + dem Vorzeichen des Productes p.q gleich 
ist, und - 

a) für den Winkel P, zwischen der Polfläche und der seitlichen 
Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe a 


n 
A  — 
Y m:-+1 
das Vorzeichen — dem von mı entgegengesetzt, oder 
n 
csh—=t-—, 


b) für den Winkel Pa zwischen der Polfläche und der vorderen 
Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b 


m 
N + ——— 
/n2 
Ve-+ı 
das Vorzeichen + gleich dem von n genommen, odeı 
m 
cos Pa = Br TZ —— 
V m’+n2+1 
c) für den Winkel P mit der Säulenfläche, deren Sectionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. h. mit der Säulenfläche 
a b 


Fa TDG 
m n 


ctgP—= + Vm?En}, 


das Vorzeichen + gleich dem des Productes mg—=--@ genommen, 


2m—p 
d) für einen Kantenzonenpunct cotg P= + ——» 
—- Vr+2 
und zwar 
Y y m—n 
für den Kantenzonenpunct, wwp=q cogP=+ -——— 
- yr+2 
. m—n 
csP = Ei ee 
V 2(m?-+n2+1) 
m-Hn 
und, wp=—q coßegP = Se: 
yo? 
a ea 


Vento 


das + in den Formeln für cotg gleich dem Vorzeichen von 


Es ist ferner unter den Bezeichnungen wie in $. 33 
cos Pa __ cos Pb 


: ; E b 
4) für die Fläche ng 
m n m n 


=—=,,00$ P: . 


Anm. Das Vorzeichen in den Formeln für cos muss durch den jedesmali- 
gen Fall bestimmt werden, 
$. 39. 
Durch dieselbe Vereinfachung ergeben sich aus $. 37 folgende 
Formeln für die Winkel zwischen den Zonenaxen nach den Puncten 


A b\ ei 
- x | und [— ; a d. h. für den ebenen Winkel der ent- 
q pP 


sprechenden Kanten: 
l 


Er RT 


P-Pı 


1) LOB NZ —— mm 
BE ee 


1 


q?, 


EEE 
I+ — i 
Vır + 
en __PPı .ırP-PtIG 
- Vro+tP+2 Vrdıtrı tg: 
das Vorzeichen + gleich dem des Productes p.p, 9- 9ı, 
2) wenn der Winkel in der Projectionsebene liegt, die Zonen- 


. b DW. 
axen parallel den Sectionsebenen a : — und a : — sind, 


n I 
1 
- n.n, 
BRETT 
n n, 
0.n, +1 
nen 
4 . . 1 l 
das Vorzeichen von Q gleich dem von 7 genommen und + 
ı 
f = 3 b b 
gleich dem Vorzeichen des Products ee =+®», 
ı 


er r er r a b E 
3) wenn der Winkel in der Säulenfläche iR liegt, 


1 
cos Pa” + —— 
colg (Oi 1 — En 
| : — — |, cos Pa 


_ 9.g,. cos Pa +1 
(q,—q) cos Pa 
Pa — 90° und cotg Pı — 5 2 


.— 


m’ 


das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz 


zu9: 


f R ; ; b : 
4) wenn der Winkel in der Pollläche Rn liegt, 
m n 


l 1 
Tom tom 
cd = a = cos P, 
q 7 qı 


_ PP: +P I +44 
pP Pı (1 —qQ) 


P, RBBITU TAN EN ng er —— 


IIA 


B 3 r % 1 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz — . 
q 9ı 
Anm. Wo die Formeln unter 3 und 4 unbestimmt werden, bleiben die 
unter 1 brauchbar und erhalten eine sehr einfache Form. 


$. 40. 

Die Berechnung der ebenen Winkel werden wir nicht weiter 
durch Beispiele erläutern, indem dieselben gewöhnlich wenig Wich- 
tigkeit haben. 

Für die Kantenwinkel ist es interessant, die Formeln für die 
verschiedenen Winkel der einfachen Formen abzuleiten, wenn auch 
dieselben hier wie in allen folgenden Systemen desshalb nicht die 
Wichtigkeit haben, die man ihnen leicht beilegt, weil selten einfache 
Formen vorkommen und bei Combinationen in (der Regel die Com- 
binationskanten ein bequemeres Mittel zur Berechnung der Flächen 
darbieten, und es wegen der ungleichmässigen Ausbildung der Kry- 
stalle meistens gefährlich ist, bei complicirten Combinationen 
a priori verschiedene Flächen als zu derselben Form gehörig anzu- 
sehen. 


1) Das Oktaeder Ja :b: ct (o in Tab. I, Fig. 2 und 3) wird 


auf der Projectionsebene durch das Quadrat dargestellt, dessen Eck- 
puncte auf den Axen in den Puncten -a und +b liegen. Diese 
Puncte sind die Zonenpuncte der Polkantenwinkel P, welche durch 
die Axenebenen halbirt werden. Die Mittelkantenwinkel sind den- 
selben gleich. Nach $. 38 ist nun 


l 
apır=yn P=lW2E 
Im Tetraeder treten die Nebenwinkel auf — 70% 32’, indem 


hier die Kantenwinkel durch die Flächen derselben Kıystallräume 
gebildet werden, aber in anderer Verbindung ($. 21). 

2) Die Kantenwinkel des Hexaeders ergeben sich leicht 
—.90% 


a HEN un 


3) Das Rhombendodekaeder Ja:b: wc} (d in Tab. I, Fig. 2, 3 
und 7) wird auf der Projectionsebene durch die beiden Kantenzo- 
nenlinien und durch das Quadrat gebildet, dessen Eckpuncte in 
den Puncten (a,b) etc. auf diesen Linien liegen. Sämmtliche Kan- 
tenwinkel P sind gleich, diejenigen auf den Kantenzonenlinien wer- 
den durch die Säulenfläche halbirt, es ist also 
l 
2 V 


— > ‘ 
3 P’== 11209, 
4) Das Ikositetraeder } ; 


a r cr wird auf der Projections- 
ebene durch ein Achleck dargestellt, dessen Ecken auf den Axen 
und den Kantenzonenlinien, und durch ein Quadrat, dessen Ecken 
auf den Axen liegen, und zwar liegt das (Quadrat innerhalb des 
Achtecks, wenn m >1 (die n in Tab. I, Fig. 4—6), ausserhalb 
desselben wenn m < 1 (die I in Tab. I, Fig. 4—6). Die beiden 
Figuren entsprechen einer achtseitigen und einer vierseitigen Pyra- 
mide, deren gegenseitige Lage an den beiden einfachen Formen 
Fig. 8 und 10 (Pyramidenoktaeder und Ikositetraeder nach Nau- 
mann) leicht zu erkennen ist. Die zweierlei Winkel in Fig. 8 ent- 
sprechen den zweierlei Winkeln in dem Achtecke, welche durch 
die zugehörigen Säulenflächen halbirt werden, und ist also *) 


l 
ie 
cos 4 (a, ; a) = —— Zen m — 1 
s4 (ea :o) = nr N 
V [ll x a) V22m+] 
\m? ) 
1 
ey, m l 
LE 2 BR) EZ — Mn ——— 
Bere V2m+ı 
m“ 


In der hemiedrischen Form als Deltoiddodekaeder (Fig. 9) tre- 
ten Kanten auf, welche über denen des Tetraeders liegen. Wir 
berechnen am besten & : «&. Der Zonenpunct liegt auf einer Kan- 
tenzonenlinie und der Winkel wird durch die entsprechende Säu- 
lenfläche halbirt. Es ist a =a:mb und für den Zonenpunct ist 
p=— q, also 


l 
en m+ 1 


cost (an: a) = 17 ———  — un FT 
> 1 2 (2 m2 
| 2(L +2) V22m- 1) 
m? 
cos 4 (&, : &% cos 4 (& :&) __ COS z (& : &,) 
m — I V2 ng m +1 


*) Die Ableitung dieser und der folgenden Formeln wird erleichtert, wenn 
man die Projeetionsfiguren der n etc, ähnlich wie Fig. 18 darstellu 


44 — 


In Fig. 10 ergiebt sich auf ähnliche Weise 

2 1. — m 
V?2®? m+ı) 

ng: Ye. m 

c05 2 (Ne : 73) — —— 

m? + 1 


und für die hemiedrische Form als Trigondodekaeder Fig. 11 


eos 4 (a!) = ee cotg + ( :,) =myY?2 
V22m?+1) 
a es lin) _ eos} Weir) _ eos 4 :@;) 
c —— > nn — — zu — =. = Fi 
- m m V? 2 m 


5) Das Pyramidenhexaeder = D.:00 cı wird auf der Projec- 


tionsebene durch zwei Quadrate, deren Eckpuncte auf den Kanten- 

zonenlinien liegen, und zwei Paar Sectionslinien durch M dargestellt 

(die s in Tab, I, Fig. 4— 6), entsprechend zwei vierseiligen Pyrami- 

den und einer achtseitigen Säule (Fig. 12). Es sei m > I, so sind 
a 


die Seiten des grösseren Quadrats —=ma:w bete., 2 — z D.007C, 
De / =“ dt de art . ah 
n=a:— :@c. Die Winkel in Fig. 12 sind zweierlei. Zur Be- 


rechnung eigen sich «, :«@, und y, : y,, und ergiebt sich wie bei 
den vorigen Formen 
l 
————— 
V2m2-+ 1) 
Der Winkel y, :y, wird durch a halbirt, also 


cos 4 (a, :%) = 


colg H (Ya.2743) = 


m 
und es ist wegen der Winkelsumme im Achleck 
(2:73) + (1:72) = 2709, 
also 4 (y, : 9) = 135° — } (ya: 73). 
In der hemiedrischen Form als Pentagondodekaeder (Fig. 13) 
treten noch die Winkel ,:9 =%:fı =&:Pß, auf. Am be- 


i ; b 
quemsten berechnen wir % : 9; Eis ı = wa: uB, 
m 
a .. 7 
Ya m:b:mc, also für den Zonenpunet p= — md, q=mı 
m 
£ m? m 
colg (Bi  Yal — m — lan nn 
V ms + m* + m? VYm+m-+ 1 
colg (B,} : Ye) ie m 


cos (fı : Pa) = BL RL 


Vito a:y9® MH 


=. U = 


Das Vorzeichen ist posiliv wegen der Lage von ß, gegen 7,, 
der hieraus berechnete spitze Winkel ist der Nebenwinkel des in 


Fig. 13 sichtbaren ($. 21), es ist also cos (ß, :%) = — ET 
m! + 
Setzen wir 4 (y, :73) = 9, so ist also 
Ta cos @ 
ig. Mm C0S' 7 (1: 09) = —— 
v2 
(m =H)= 135° —p cos(fı:%)= —Sing. copy —=— = 29: 


2 
i 2 t F 
6) Das Hexakisoktaeder n Ä r ; ci wird auf der Projections- 


ebene durch drei Achtecke dargestellt, deren Ecken auf den Axen 
und den Kantenzonenlinien liegen, entsprechend drei achtseitigen 
Pyramiden (Tab. I, Fig. 15 und 18, Es sim>n>1, so ist in 
der stumpfsten Pyramide, d. h, in dem äussersten Achleck 

a [n ma 


u. zb = —mib yerete, 
n m n 


Durch eine ähnliche Ableitung wie bei den vorigen Formen 
findet man für die Winkel der vollflächigen Form und diejenigen 
der beiden hemiedrischen Formen als Hexakistetraeder (Fig. 16) und 
Dyakisdodekaeder (Fig. 17) 


n — | 
cos n (a : Lo) = 
VFwfe+] 
l 
cos I u ia) = — — 
2 9 3 Ve®+nm+1ı 
ea m—n 
0S 3 (Yı : Yal = T ya —. 
2 1 V2 (m? + n? + ı) 
n 


608... [WS ee 
2 £ Vm+4n:+1 
we n + 1 


; V? (m? +n SEE) 

Weitläufliger zu berechnen ist der Winkel («&, : ß}) = (@ : 7%) 
— (ß,) :7,) in Fig. 17. Wir berechnen den Winkel & :y, als 
Differenz der Winkel von &, und y, gegen die zugehörige Säulen 
fläche x. Am bequemsten, ist es, die Formel für einen derartigen 
Winkel allgemein abzuleiten. Aus 


COS 2 (ia: & 


m n 
q p 
colg P= ————— ] — 
5 ee und pqg = pn + quı 
I+-+ , 
p? q? 


folgt auf bekannte Weise 


20 Fr i 
+ l)mtntn 
et iF 
1,7 + 2 
Reue q 
sin P= —— = = 
e nn 2.) (m2+n?-+-1) 
p?® gq*, 
wobei das Vorzeichen stimmt, wenn man nur die Drehung an der 
positiven Seite der Säulenfläche annimmt. Aus diesen Formeln für 


ni a,b ab ee 

zwei Flächen « = —:-:ce und y = —:— : cin Verbindung mit 
mn M,, 0, 

der bekannten Formel cos («+ ß) = cos«. cos ß + sin «. sin ß 


folgt nach gehöriger Anwendung der Gleichung 
pgzpn+tgqm=pn +qgm 
u mmtnn-+1 
V (m: +n? + ) (m2+n2+ 1) 


eine Formel, die wir als Nachtrag zu $. 38 ansehen können. In 


cos (@ : y) 


r m a b ; 
unserm Falle ist &, —= „a:m DY:i6, We =n:75:0 also nach ei- 


ner leichten Reduction für den spitzen Winkel 
mn+tm-+n 
m? +-n? +1 


Giebt man dem Hekakisoktaeder das Zeichen | 


cos (9 : 7,)= 


a,b, \ 
BET so dass 


h 
eh k - 
h>k>l|,so ist a ee 1? Setzen wir ausserdem 
h?-+k? +12 = C?, so heissen die obigen Formeln 
cos 4 (dı : %) = k—I 
v2 
1 ee 
cs 4 (u :ı%) = Ir 
h—k 
cos 7 (M : Ye) = en 
Gy2 


k 
cs In :9%) = T 


cs 1. :«) = kl 


208 (0) te 


02 


Aus den fünf ersten Formeln lassen sich auch leicht die For- 


ug 
meln für die ganzen Winkel ableiten mit Anwendung der Formel 
cos « —= 2 cos t«e?—1, 
wodurch sich die gegenseitige Abhängigkeit der Winkel wieder in 
anderer Weise zeigt. 
$. 4. 


Den Gebrauch der Formeln in $. 38 auch zur Berechnung der 
Ableitungszahlen aus gemessenen Winkeln zeigen wir an einigen 
Beispielen, wobei wir die Formeln in $. 40 nicht berücksichtigen 

1) Bei dem Flussspath ($. 13) ist h, die Projectionsebene, 


he 03 Vo: EL a 
eotg (d,:h) = 1 —/j 
E A 
V ı+o 
d, :'h, = 45° oder 135°, 
hier = 135° (siehe $. 21). 


Der Zonenpunct d,, d> ist Kantenzonenpunct, p=q. Der Win- 
kel wird durch die Säulenfläche halbirt, also 


1 - _ı —! 
Val. Van # 
1 (d, :d.) = 609 

d, 2:d, —=.120°., 


v ı D — 
cos + (d,:d,) = 


3) An dem Fahlerzkrystalle ($. 14) sei für l, nur die Zone 


fj, Jg, Pı kenntlich, und gemessen ], : P, = 161° 30', so ist der 
spitze Winkel |, :P, in Fig. 5= 190 30". Es ist aber , =— a: —b:c, 
der Zonenpunct f,, P, liegt auf der Axe b, also 
1 oe 2) — R B 
co I, PR IE lg 2 "D; 0,30103 
v2 -/ 0,15051 
TR an h, 2, =540. 04! 


P, B la = 19° 30%) 
:, = 350 W. 


*) Es ist leicht zu beweisen, dass die Sectionslinie einer Fläche, jenach- 
dem sie die stumpfe oder scharfe Kante zweier andern abstumpft, inner- 
balb des spitzen oder stumpfen Winkels ihrer Sectionslinien liegen muss. 
Die Zweideutigkeit der Vorzeichen in den Formeln wegzuschaffen, ist, 
wie früher bemerkt, in den meisten Fällen unnöthig. Bei anderen Bei- 
spielen werden wir dieselbe berücksichtigen. 


=, MB 


Sn ih t SA . 
Es sei , = m’7:5 80 folgt aus Fig.5 n=—1, der Zo- 
ı 


nenpunkt liegt auf der Axe b, also 
gotg. 0 A = rn 
m—T 0018350 14. Y2 
lg cotg 350 14° = 0,15101 
lg Y2 — 0,15051 
0,30152 
m — + 2,002, 
d. h. bei den unvermeidlichen Fehlern in der Winkelmessung 
Io Ren 


Aus der Lage von l, zwischen f, und P, folgt, dass m nega- 


| 


. . r a 
tiv ist, also der Krystallraum , —= — 7 ni Alle bie 
. . . . .. . + a 

und wie man leicht sieht, die Fläche in Fig. 4 , = " :b:— ec. 

3) An dem Flussspathkrystalle (Tab. I, Fig. 19) sind die h Wür- 
felflächen, an der Ecke des Würfels liegen 6 Flächen i, die einem 
Hexakisoklaeder angehören, und drei Kanten derselben werden 
durch die Flächen x abgestumpft, die also einem 3.8 = 24flächner 
angehören, sie liegen nicht in der Zone von zwei h, sind also 
keine Pyramidenwürfelflächen, sondern gehören einem Ikositetraeder 


Rich j Sr en En 
-: can, wo m > 0 ist. Für eine Fläche i wurde gemessen 


i: bh, =15207 = 1800-270 53' 

i: hu, = 113% 50° — 180° — 66° 10’, ungenau wegen der 
Beschaffenheit von h, 

+: h, = 1039 54 = 1800 — 76° 6. 


Es sei h, die obere, h, die vordere, h, die seitliche Hexaid- 
age un 


fläche, 1 = —: : c, so ist nach $. 38 
f m n 


gi:h=Vm-+tn 
cos(i:b,)= n cos (I : h, 
cos (i : h,) 


ne n = 3,6794 
cos (i : h}) m2— 2,792 
m? = tg (1: h,)?—n? mi l67L 


Wollten wir den Winkel i : h, anwenden, so hälten wir 
cos (i : h,) 
cos (i : h,) 


— Mey) 


Die obigen Werthe von n und m sind als Ableitungszahlen 
nicht zu gebrauchen, und auf den ersten Blick sind passende Nähe- 


ei WR 


rungswerthe nicht zu erkennen. Wir entwickeln sie daher in Ket- 
tenbrüche 


374 —=3-+4, 1 
WI=IHL, 


also Näherungswerlhe n = art Mn 


— 1 — 5 
1 a — 
Denselben Werth von m erhalten wir aus m = 1,682, es ist 
r a h a b c ’ 
ANNE EI T’E: T Zur Controle kann man hier- 
3 3 v \ 


nach die Winkel berechnen und daraus die Beobachtungsfebler er- 
kennen. 

x : h, wurde gemessen — 154°, wegen der Beschaffenheit von 
x mit einem möglichen Fehler von 1%. Das Zeichen von x ist 
a \D 


-:— : ce, also nach $. 38 
m m 


elgk:h) = 23 
V 2 m? 
tg (x: h,) 
u — 
v2 
m — 0,3448 
| 
—; 2-1 
+4. 
Näherungswerth m — 4, also 
RD Re \ c 
TUNER, =, 3 
Hieraus berechnet ist 
1 3 
cotg X: h) = —— — 
3 V2 
x. BF Ahead äns 
II. 
Tetragonales System. 
$. 42. 


Im tetragonalen Systeme ist a= b. Wir nehmen c als Einheit, 
so folgt aus den Formeln in $. 36: 


: i l 
1) für den Winkel P. zwischen der Polfläche =: — : e.und 


der Projectionsebene 


a d 
colg Pe — He in : 


- a — SV Rene 
n l m? n? 
m | 175 
p a 
cos Fr ge 
V m?+n2+a® 
” ER e Kr = a b 
2) für den Winkel Ps zwischen der Säulenfläche IL: : oe 
m n 
und der seitlichen Würfelläcke wa: b: we 
n 
colge h = — — 
m 
ER y. An. . ab 
3) für den Winkel P zwischen der Polfläcke —: — : e und 
m n 
n. r 35. s F b 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct 2% ber: 
pP q 


geht, 
mp—n q 


—YV pP? qQ?+(p2+q2) a® 
wobei das Vorzeichen + gleich dem von p.q ist, und 
a) für den Winkel P, zwischen der Pollläche und der seit- 
lichen Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe a 
n 
V m+a2 
das Vorzeichen -- dem von m entgegengesetzt, oder 


n 
cos P = ie — 


cotgsp = 


colg P» =- =D 


l m2+n?+a? 

b) für den Winkel P, zwischen der Polfläche und der vorderen 
Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b 

m 
V n2-+ a2 


das Vorzeichen + gleich dem von n, oder 


cotg Pa = 3 


m 
ee > 
2 
ar 


V m?+n?+: 

c) für den Winkel P mit der Säulenfläche, deren Sectionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. b. mit der Säulenfläche 
—!ı— ! MC 
m n 

/m?-+n? 
ee AES 
a 
das Vorzeichen + gleich dem von mq 


|| 
+ 
=} 


2m—p 


d) für einen Kantenzonenpunct cotg P = IT -————— und 
V p?+ 2a? 
zwar für den Kantenzonenpunct, wo p=q 
m—n 


cotg P = TE ———— 
p?+2a? 


m—n 
cos P—= HE —— 
V 2 (n?-+n?-+a?) 
m-+n 
und, wp=—q colgP gi =—— 
> V p?+ 2a? 
m+n 
V 2 (n2+n2-+ a2) 
das + in den Formeln für cotg gleich dem Vorzeichen von q, 
unter den Bezeichnungen wie 


co P= Ei 


u fürtdie Polfäche Ex 6 


m n 
in $. 33 
cos Pa __ cos Ph __ cos Pe 


m n A 


Anm. Das Vorzeichen in den Formeln für cos muss durch den jedesma- 


ligen Fall bestimmt werden, 
$. 43. 
Durch dieselben Vereinfachungen ergeben sich aus $. 37 fol- 
gende Formeln für den Winkel Q zwischen den Zonenaxen nach 
fi t 2 [i ; 
den Puncten a 2") und (= _\, d. h. für den ebenen Win- 
pP q/ A Dir 
kel der entsprechenden Kanten: 


ir RN? 
ee a en ne 
V Hat) Voir u+ )e 


Ro P-Pı: 4.41 + (P-Pı +4: 91) a? 
z V» q?-+(p?-+q?) a2. V»: 124 (pı? + q?) a? 


das Vorzeichen + gleich dem von p.p,. 4. 91, 
2) wenn der Winkel in der Projectionsebene liegt, die Zonen- 


I ee b Da, 
axen parallel den Sectionslinien a: — und a : — sind, 
n N, 
l 
ee 
n.,n 
ee 
EN 1 1 
n n, 
—_ 4 an +1 
nen 
y* 


; \ . 1 l 
das Vorzeichen von Q gleich dem von 7, genommen 
ı 


: { b b 
gleich dem Vorzeichen des Productes ee Eo® 
ı 


E 3 “ h: a b . 
3) wenn der Winkel in der Säulenfläche Fe liegt, 


1 
cos Pa? -+ —— a? 
cog N = _—t" — 
re \a cos P, 
q I1/ 


_ 9.9, cosPa? +a? 


(Q, —g)a cos Pa 


Zu n 
Pa — 90° und cotg Pı = wre 
< 


m 
- . ä sap l l 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz a 
l 
nn F 5 a b - 
4) wenn der Winkel in der Poltläche 250 liegt, 
n n 
ı Li 
1 + IE 77 „)a® 
cote O = N 4 ‚DNB cos Pı 
N 7, EL 
ces? 
\q g,/ 
.Pı g- -(p.pı +g: a? 
— EP TB rg cos P, 
P-Pı (1 —gQa 
Pa — 9 und.eotg. Pi — 
V n2-ta? 
5 " ! ® l l 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz —— 
q Iı 


Anm. Wo die Formeln unter 3 und 4 unbestimmt werden, bleiben die 
unter 1 brauchbar und erhalten eine sehr einfache Form. 


$. 44. 


Für die Winkel in den einfachen Formen des tetragonalen 
Systems ergeben sich hiernach auf folgende Weise die Formeln: 

1) Die tetragonalen Pyramiden der ersten Art ({r, b, e in $. 15) 
werden auf der Projectionsebene durch ein Quadrat dargestellt, 
dessen Ecken auf den Axen liegen. In diesen Puncten sind die 
Zonenpuncte der Polkantenwinkel P, welche durch die Axenebenen 
halbirt werden. Die Mittelkantenwinkel M werden durch zwei pa- 


rallele Sectionslinien dargestellt und werden durch die Projections- 


: $ E b - 
ebene halbirt. In der Pyramide (+ 2! e) ist also 
m m 


colg pie en AN I 
m? -+t a2 V a? 
Vu?+o De 


also cs+P= 


In dem entsprechenden Sphenoide treten die Nebenwinkel 180°—P 
und 180°—M auf. Dieselben seien P, und M,, so ist bekanntlich 


c De ıp 
cotg4P=tg4P, 
cos12P= sin #P, etc. 


2) Die tetragonalen Pyramiden der zweiten Art (u und o in 
$. 15) zeigen sich auf der Projectionsebene als Quadrate, deren 
Eckpuncte auf den Kantenzonenlinien liegen. Diese Puncte sind die 
Zonenpuncte der Polkantenwinkel P, welche durch die Säulenfläche 
halbirt werden. Die Mittelkantenwinkel M werden auf ähnliche 
Weise dargestellt wie unter 1. Es ist also für die Pyramide 


H 20018: N 
m 


n = “ —( 
n 
cos P=- m une 1 
{ Tomas We ae 
Be en) 
colg !M= eh: 
: V m? 23 
also costP = sin ; M 
2 747 


3) Die: ditetragonalen Pyramiden (e, x, z, a in $. 15) zeigen 
sich auf der Projectionsebene als Achtecke mit vier Eckpuncten auf 
den Axen und vier auf den Kantenzonenlinien, Diese Puncte sind 
die Zonenpuncte der Polkantenwinkel, welche durch die Säulen- 
flächen halbirt werden, und bezeichnen wir die Winkel auf den 
Axen durch P, diejenigen auf den Kantenzonenlinien durch P,. Die 
Mittelkantenwinkel M werden durch je zwei parallele Sectionslinien 
dargestellt und durch die Projeclionsebene halbirt. Man überzeugt 
sich unmittelbar oder durch die Ableitung der Formeln, dass 
sämmtlliche M gleich sind, 


i i : r 3’ bh 
Es ist nun für die Pyramide “ on: cL 
u T 


ı p m ni 
ecig+P = ee: a en 
Vn+a V m2+n?+a2 
m—n 
cos 43 P, — ee 
V? (m? +-n? — a2) 
a a 
a I al Be —— cs M= —— en 
V m? +n2 V m2-+n2+a? 
cos} P cos4P, cos1M 


also —— — —- — 
m mn a 


Die tetragonalen Pyramiden der dritten Art als selbständige 
Formen zu betrachten ist ohne Interesse. 
Das tetragonale Skalenoeder (Tab. II, Fig. 4), welches der Py- 


i ab - : 
ramide " = | entspricht, behält als Polkantenwinkel P, und 


als zweiten Polkantenwinkel P, den im entfernteren Durchschnitts- 
puncte je zweier Sectionslinien auf den Kantenzonenlinien, als 
Mittelkantenwinkel M, den im entfernteren Durchschnittspuncte auf 
den Axen. Es folgt bieraus 


m—n 
003.4 Bı SE 
V 2(m2-+n?-+a2) 
m-+n 
Os een 
v2 (m2--n? 4-42) 
n 
colg 1 (180 —M, = — d. h 
V m? + a? 
n 
wg MM = — 
V m?-+a2 
i n 
snıM = — 
V m®+n2?+a: 
cos P; cos! P, sin!M, 
also —— —_ —— oe —— 
mn m--n n V2 


4) Die Kantenwinkel der tetragonalen Prismen der ersten und 
zweiten Art erkennt man leicht als rechte; für die Kantenwinkel 
a 
m'n 


. ) 
P undP, desditetragonalen Prismas | D.C \ wennP derstumpfere 


ist, folgt aus ihrer Lage im Achteck 
ıPp+4tP, + 15° = 180° 
P, = 2700 — P 


Ju 
nu 


ni . u 

Es ist aber cog P = — 
a m 

Eine Formel unmittelbar für P, abzuleiten ist überflüssig, wenn 


auch leicht ausführbar., 


$. 45. 

Zu den folgenden Berechnungen benutzen wir nur die allge- 
meinen Formeln. 

Für den Vesuvian ($. 15) ist c, : cz —= 74° IN. Der stumpfe 
Nebenwinkel = 105° 50° wird durch die Säulenfläche d, halbirt, 
es ist also c, : d, = 52° 55 

Die Sectionslinien c, und d, sind parallel, co, =a:b: ce, also 
N | 

ctg 52055 — = 
az yV2%. tg 520 55 
a = 1,8710 
a?— 3,5007 

Um hieraus die Kantenwinkel der Zone b,, b, zu berechnen 
bedürfen wir nur der Winkel von u,, 2), b, zu M,. Der Zonen- 
punct liegt auf der Axe a, und ist 


‘ ; 1 
für u, m=% Dr 

6) 

z, m=—%2 ! 

b, mi==2 n=?2, 


4 + 3,5007 — 7,5007 
U, u, :M, = 9° 


I 
ceötg 7,:M, = ———— 2 :M, = 699 56' 30° 
V7507 ' * 
2 
cotg b, :M, = ——— b,:M, = 53° 51’40 
V 7,5007 
also: 42,425. == 1300:53° 


b, :b, = 107% 43’ 20 
b,:z, = 160450" 
d. h. in Fig. 6 b, :z, = 163° 55’ 10” etc. 
Ebenfalls findet man leicht, dass in Fig. 6 für 2,:M, und 
b, : Ma die stumpfen Nebenwinkel gelten (siehe $. 21). 
Bei Berechnung der Zone u,, b, sind alle Flächen auf die 
Säulenfläche f, zu beziehen und ist 


pi ı=—|]I, 
also p2 q? + (p? + q?) 2 —= 4-4 5a? — 21,5035 
für u, m=2 n=:Q mp—ng =#4 
x 4 1 9 
h, 2 =. er 


also eg u, :, = 


-_ 


V 21,5035 
9 
V 21,5035 
A NE 
V 21,5035 
Wie aus irgend andern Winkeln als c, :c; die Axe a zu be- 
rechnen ist, ergiebt sich aus den obigen Formeln leicht, ebenso, 
wie die Gleichung einer Fläche aus der Lage eines Zonenpunctes 
und ihrem Winkel mit einer der zugehörigen Flächen zu berechnen 


cotg x; : ; = 


cotg bz : fı etc, 


: : = b 
ist. Es sei z. B. bekannt der Kantenzonenpunct c,, a, — B 3) 
der Winkel c, : a, und die Gleichung c, =a:b:c, 

gesucht die Gleichung a, —= =: 2 


: c, so berechnen wir c, :d, —=90° 
n 


aus 


cotgc, : dh, = ——— 0 


Daraus finden wir a, : d,, und ist 
1) m —n 
tolg (ay,2d.) — Eu — 
Sr V4+ 2a: 
m —-n = cotg (a): d,). V A+ 2a? 

Aus der Lage von a, ergiebt sich m > n, es gilt also das +, 
was sich auch aus den Regeln für die Zeichen ergiebt, und es ist 
m-+n=2, wonach m und n leicht zu finden sind. 

Nähme man die c als Dodekaidflächen, ce, =@a:b: c, also 


m=o0o,n=]|, so wäre - 
1 
eolg c, : dh, = - . 
8 6, : 0 s 
aztg 520 55' 
413230 


Die Aufgabe, eine Fläche aus ihren Winkeln mit bekannten 
Flächen zu berechnen, wenn keine Zone für dieselbe bekannt ist, 
werden wir bei dem rhombischen Systeme betrachten, 

IV. 
Rhombisches System. 
$. 46. 

Im rhombischen Systeme findet für die Formeln in $$. 36 und 

37 keine eigentliche Abkürzung statt, nur nehmen wir wieder c—1 


und führen die Hülfsgrösse ein 5 = colg A. Es ist demnach 


u 


Se A 


— 


1) für den Winkel P. zwischen der Polfläche = : = :e und der 
Projectionsebene 
a a 
colg Pe = — == nn, u — 
/ De, V m2-+n2cotgA? 
m l 1 En ==. ctg 72 


a ab 
5 V b?-+-.n?a? 
2) für den Winkel P), zwischen der Säulenfläche =: -:06 
und der seitlichen Hexaidfllächke wa: b:wce 


m, — 2! — _ a oO 
colg Pr = — mh m cotg A 
5 - k t 
3) für den Winkel P zwischen der Polfläche - i = :c und der 
en % 5 b 
1 Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct (e a) geht, 
! mpb?—nqa? de mp—ngq cotg 22 
eg pt ———— + \ 


abyY p2q?-+gq?a?+p?b2 cotgA V p?q?+q?a2+p2b? 
wobei das Vorzeichen 4 gleich dem von p. q ist, und 
- a) für den Winkel P, zwischen der Polfläche und der seitli- 
lichen Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe a 


| na n cotg A 
ü cotg P, = TE 


s b YV m?-+ a? == V m+a? 


- das Vorzeichen — dem von m entgegengesetzt, oder 


na 
cosh = + = 
e-, © V m2b2?+n2a2 + a2b2 


» b) für den Winkel Pı zwischen der Polfläche und der vorderen 


E Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b 


| ER eV mb seht IgA 
cotg Pr = TE —— — en 
| 5 aVm®+b: Vf: 
das Vorzeichen + gleich dem von n, oder 
re, mb 
V m?b2-+-n?a2-+ a?b2 


c) für den Winkel P mit der Säulenfläche, deren Seclionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. h, mit der Säulenfläche 


DC 


at 


V m2b2? n2a2 _ + Y m2+n2 cotga? 
ab ei a 
das Vorzeichen + gleich dem von m.q to 
d) für einen Kantenzonenpunct 


T m (a? +b2) —pa2 


og P = 
ab Yp?®+ta®+b? 
= REDE a2 


sin A c0SA , cosa Vp?-Fa®-Fbe 


das Vorzeichen + gleich dem von q, 


+ 


‚cotg.Pr = 


2 . ir a b . > 
4) für die Polfläche m’m:e unter den Bezeichnungen wie 
im $. 33 


a b 
008 ha. = cos Pr = cos P. 


Anm. Das Vorzeichen in den Formeln für cos muss durch den jedes- 
maligen Fall bestimmt werden. 
$. 47. 
Durch dieselben Vereinfachungen ergeben sich aus den Formeln 
in $. 37 folgende Formeln für den Winkel Q zwischen den Zonen- 


1 q 
axen nach den Puncten (=, ) und (=, -.) d. h. für den ebe- 
ı ı 
nen Winkel der RN es 
1% UL 
I+ a4. „—b 
Pı 1 -Iı 
DENE N | 7 
VEN { a? b2 a: b: 
e 1 = ls (1 = Em 
\ Eee Kan banıı 


P- Pr em +p pl 
ercoreraan (Pı?qı? nnzanı 


das Vorzeichen + gleich dem von p. Pı- 9. 91; 


2) wenn der Winkel in der Projectionsebene liegt, die Zonen- 


b u b De 
axen parallel den Sectionslinien a: = und a: „. sind, 


- Va : L, & 
a? + — b colg A + - ig A 
a nn, nn 
ag dd = = Se Dr 
ai 1 1 I} 
ab ( _ ) Yan pech 
n n,/ n n, 
_ +22 a? + b? _ N. 2, colg A +18 Zu 
ab(n —n) n, —ın 
- F 1 1 
das Vorzeichen von Q gleich dem von = 77 genommen und das 


ı 


e - P bis 
—+- gleich dem Vorzeichen des Produetes u n — eo) 


x We 


b 2 
3) wenn der Winkel in der Säulenfläche z Ma liegt, 


cos P’ + ER. 
er 
colg —— 7 TTug: ge er 
(= — - ) b. cos P; 
q 4ı 


g. q, cos Pa’ + b2 
( —q) b cos Pa 


= n 
Pa < 90° und cog = + m colg A 
. f F 5 b 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz an nn, 
1 


- : b - 
4) wenn der Winkel in der Polfläche er : —:6 liegt, 


1: — 2 


og la = cos Pa 


P- P . ı +4: m a2 + p- pı b? 


— ee re = re 005:Pr 
P- Pı (14) b 
= m tg ı 
P; 90° und eg —E ————, 
< ik Vn? + b? 
: : : 1 1 
das Vorzeichen von Q gleich dem der Differenz ed 
ı 


Anm. Wo die Formeln unter 3 und 4 unbestimmt werden, bleiben die 
unter 1 bestimmt und erhalten eine sehr einfache Form. 


$. 48. 
Für die wenigen einfachen Formen des rhombischen Systems 
findet man auf ähnliche Weise wie in $$. 40 und 44 leicht folgende 
Formeln: 


I . 
1) In der Pyramide - ER sei der vordere Polkanten- 


n 
winkel — P, der seitliche — p, der Mittelkantenwinkel =M, so ist 
cotg AP — n cotg A 
V m:+ a? 
cogtp = EBENEN 
V ®+b? 
ee ee 2 
V m2-+n? cotg 2 
008: 2 Pı = cos Iip=cosıM= 3b ur 


V m: b?--n?a?-+a?b2 


= 


In den Sphenoiden treten die Nebenwinkel M, = 180° — MN, 
PR, =180°—P, p, =180° — p auf, so dass also {g4M, —colg4Metc. 


: b z = : 
2) In dem Prisma = Ze © c sei der vordere Kantenwinkel 
= P, der seitliche = p, so ist 
P= 180°—p 
ctgtP=tgp=— colg 


3) In dem Doma Im: ob :cl sei der obere Kantenwinkel = 


p, der seitliche = M, so ist 
M — 180° —p 


4) In dem Doma jo BR a : cf sei der obere Kantenwinkel 
n 


—P, der seitliche = M, so ist 
M= 180° —P 


$. 49. 
Bei der Berechnung des Schwerspathkrystalls ($. 16) kommt es 
zunächst darauf an, die Axenlängen zu bestimmen. Es ist 
M, :M, — 789 20), 
der stumpfe Winkel, der durch k halbirt wird = 101° 40', also 


a 


cotg 50° 50° = za .eg } 
der Winkel o : o —= 105° 24' wird durch P halbirt, also 
colg 52° 42’ = b. 


is ist also 
a = 0,62057 a? — 0,38511 
b — 0,76180 b2 — 0,58034 
lg colg A = 9,91095 
In der Zone P, 1, g, d, u beziehen wir alle Flächen auf die 
Projectionsebene P. Es wurde gemessen *) 
Bi:al9E=7210353% 
Pig = 1280127 
Für lundgit ——w, n=0. Es sei nun I= — 100.6: 'C, 


a 
en oh:e 


*) Durch die Messung findet man den Nebenwinkel des Kantenwinkels und 
ist es in der Regel zweckmässig für die Rechnung diesen Winkel zu 
behalten. 


PT: a a 
so ist nach $. 46 colg 21 3 — — er 
F > m cotg21053 ı 
oa ’ a a 
ct PP 2 = — m, = nm 
a m Mr Gotg 28012” 3 
asop—=4a:wb:c 
rear: 30 
und hiernach berechnet P : | = 21° 56' 
Pi: gli 28, 
Für die Flächen y folgt aus der Zone o, y,z n=I. 
a ä a } g er 
Es siv=—:b:c, so ist also für den Winkel P, von y 
= m J 
gegen die vordere Hexaidfläche 
migA 
colg Pı = 2 SE 
Vırbe 
> /T san 
m — cotg Pa. colgA.V 1,55034 


Es wurde gemessen y : 0—26° 0’, also 
Pa = 90% — 26° 0 
m — tg 26° 0'. colgA. V 1,58034 
1 


— 0,4995 = 4, 
also y=2a:b:c 
und hiernach berechnet y : o = 26° I. 


Anm. Andem hier untersuchten Krystalle zeigte sich in der Zone P,1,g,d,u 
noch eine Fläche 3, P:2— 6° 33°, also A—14a : wb : c, woruach be- 
rechnet P: 2 —=6° 34, eine Fläche, die sich an mehreren Krystallen, aber 
immer nur als schwache, nur durch das rellectirte Bild zu erkennende 
Abstumpfung der Kante P, 1 zeigte. 


$. 50. 

Die Berechnung einer Fläche ohne Hülfe von Zonen aus ihren 
Winkeln gegen zwei bekannte Flächen lässt sich auf zwei verschie- 
dene Weisen ausführen. Man kann nämlich entweder ein System 
von Gleichungen aufstellen zwischen den Coordinaten der Zonen- 
puncte, den Ableitungszahlen der unbekannten Fläche und den 
gegebenen Ableitungszahlen und Winkeln, was in der Regel eine 
unangenehme Rechnung erforderlich macht, selbst wenn die Werthe 
der bekannten Flächen sehr einfach sind; oder man kann aus den 
Kantenwinkeln der drei Flächen die ebenen Winkel der drei Zonen- 
axen®) berechnen und alsdann aus den ebenen Winkeln auf den 
beiden bekannten Flächen, wo der Zonenpunct zwischen den beiden 


*) Am besten durch die Formel aus der sphärischen Trigonometrie 


f r’ 
, cos 0 cos (0u—a) 
tg La— l _— — — mo—!(Htß-+7). 
tz cos (s—P). cos (a — 7) 2 ' 7 


ee 


bekannten Flächen bekannt ist, die beiden Zonenpuncte der unbe- 
kannten Fläche. In der Regel kann diese Rechnung bedeutend 
dadurch vereinfacht werden, dass man als die eine bekannte Fläche 
ta:b:wc, oder eine Hexaidlläche wählt, wobei noch wieder 
eine Vereinfachung eintritt, wenn man als die zweite Fläche die 
Projectionsebene wählen kann. Bei derartigen Rechnungen ist übri- 
gens grosse Vorsicht wegen der Vorzeichen nöthig. 

In den folgenden Systemen berücksichtigen wir ebensowenig 
diese Aufgabe, wie die Berechnung der ebenen Winkel überhaupt. 
In den seltenen Fällen, wo dieselben von Interesse sind, lassen sich 
die erforderlichen Formeln auf ähnliche Weise ableiten, wie es bei 
den Formeln für die Kantenwinkel geschehen wird. Die Ableitung 
der ebenen Winkel zwischen bekannten Zonenaxen geschieht leicht 
aus den Kantenwinkeln der entsprechenden drei Flächen mit Hülfe 
der oben citirten Formel. 


Yu 
Hexagonales System, 
$. 51. 
Lehrs. Im hexagonalen Systeme ist der Winkel zwischen der 
a a a « N 
Polfläche — : = :—= ; e und der Projectionsebene —= Pe, so dass 
u 
aV 3 
eig = = I 


= 2cV w—ur +2 


Bew. Für das in $. 26 angegebene rechtwinklige Axensystem 


ist die Fläche — Ba =: : ec, also nach $. 36 
Ber aß 
cp. = - 
eV Wr: P+E—w? «® 
e= aV 3 Br; 
ik 
also cotg k— HE a > 


2cV #—ur+r? 
$. 52. 


Lehrs. Im hexagonalen Systeme ist der Winkel zwischen der 


ann Aurel 


Säulenfläche - x: : oc und der Ebene durch die Hauptaxe 


a; 


c und die Zwischenaxe zwischen a, und , = Ps so dass 


_ (u) V3 
cotg Ps — 


er  — 


Bew. Für das rechtwinklige Axensystem ist die Säulenfläche 


= [43 R ß g 2 
see & c, also nach $. 36 
en vu) & 
cerPar—— Den etc. 
. (uf) ß 
$. 53. 
Lehrs. Im hexagonalen Systeme ist der Winkel zwischen der 
Polfläche ! :22: 22 . ce und der Säulenfläche, welche mit ihr durch 
1 v 
[« ß\ 
den Zonenpunct Ka - | geht —=P, so dass 
: jet 20 
q pP 
cogP = 7 - 
/ SEEN PT 
Vv>V +45) 


Be? e/pfut») H3g(u—n)! 
V3VP#@e®+ßg-+pr)a 
wo das + gleich dem Vorzeichen des Productes p. q ist. 
Bew. Für das Axensystem «, ß, c ist die Polfläche 


0 
& 77 
— va Hol x ATS 
er c, also nach $. 36 
2 ve? 
pe "pe "—E a2 
q pP 
N —— 
, 7 = 
eu ß 1% [7 ß 
' FIT 
uty v—u 
a a? — 3 —— 3? 
q p 


pP’ gq? 

Anm, Die zur Berechnung kommenden Zonenpuncte liegen in der Regel 
entweder auf einer der Zwischenaxen oder auf einer der Nebenaxen 
Da nun alle Nebenaxen gleichwerthig sind, so kann man die Axen so legen, 
dass der Zonenpunct im ersten Falle auf «, im zweiten auf P liegt, und 

, 


: 5 “ ' I & 
ist dann im ersten Falle p = «+», — — 0), im zweiten 4 N 
q=v—u, woraus sich leicht die in $. 54 aufgeführten Formeln ergeben, 


; 2 F RI. 
Für den Zonenpunct der beiden Linien 1. 22. 33 nd AL. 2. 


u v -t a ae 


ist nach $$. 23 und 26 
m = u-tv n =x 
m, = 4ır?ı n, —= 7 
m; n—n, m m, n—n, m 


ee et ze 22 


n—n, m, —m 


ur ar 


‚oder, wie leicht hieraus abzuleiten ist, 


p= 2 (u, v—vı 4) g=> 2 (u, vr, u) 
(#ı —u)— (rı —») (u —u) + (m —») 
$. 54. 
Im hexagonalen Systeme nehmen wir wie in allen Systemen 
ce = 1 und setzen ausserdem a Y3 = «, so ist: 
1) für den Winkel P. zwischen der Polfläche ee EM: 
[ii v 
und der Projectionsebene 
cols: De — = 
2 V #—urtr2 
cos = 2 = 
Vı4 Ju —uv+v?| +02 
2) für den Winkel Pa zwischen der Säulenfläche 
% ‚22.23 . oc und der Ebene «c 
u v TE 2 
5 u—»)V 3 a 
[24 = —- P = y—u= o 
cotg P3 — ehe oder n=v—u=1 gesetzt 
p v3 
Se El utv’ 
3) für den Winkel P zwischen der Polfläche = : = - = 76 


und der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct 


e e) geht, 


P’q R 
ut „ 8umn) 
4/7 (3 KR 
) 3 + (p: + q? & ) 


a BREIT Y N) 


V3:®t®+ßg2+pP) 
das Vorzeichen + gleich dem Vorzeichen des Productes p. q, und 
a) für den Winkel P3 zwischen der Pollläche und der Ebene 
«c, d. h. für einen Zonenpunct auf der Zwischenaxe «@ 


U—V 
eg ns) V3 
colg P5 = m ee =- Verrte 
5 („t»)2-to2 
Visa 


das + gleich dem Vorzeichen von (u-+»), oder 


(u—») V3 
os y—=H+ Bear 22 


Va e—urtre| +08 


b) für den Winkel P, zwischen der Pollläche und der Ebene 
3 c,d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe $ = 3, 
ur 
Pe v u Eee ar 7 v 


rt FT — 
1? +73 3 (u—ı) "te 


7 


das IE entgegengesetzt dem Vorzeichen von «—», d.h. gleich dem 
von z, oder 


ec) für den Winkel P mit der Sänlentächt deren Sectionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. h. mit der Säulenfläche 


(X 


Anm. Das Vorzeichen in den Formeln für cos muss durch den jedes- 
maligen Fall bestinmmt werden. Die Formeln unter 3,c leitet man am 
einfachsten daraus ab, dass der Winkel P den spitzen Winkel zwischen 
der Pollläche und der Projeetionsebene zu 90° ergänzt. Alle obigen 
Formeln lassen sich übrigens noch umändern durch Anwendung deı 
Gleichungen 

u—-vz n 
e— uwı tr _-w#®tva=nr?+uvV—=v ur. 
$. 59. 

Für die einfachen Formen des hexagonalen Systems ergeben 
sich hiernach auf folgende Weise die Formeln: 

I) Die hexagonalen Pyramiden der ersten und zweiten Art 
werden auf der Projectionsebene durch regelmässige Sechsecke 
dargestellt (vergleiche Tab. Il, Fig. 1—3 die Pyramiden a, x, s 
und z), deren Seiten resp. den Nebenaxen und den Zwischenaxen 
parallel sind, und deren Ecken resp. auf denselben Linien liegen. 
Diesen Ecken entsprechen die unter sich gleichen Polkantenwinkel, 
welche durch die entsprechenden Axenebenen halbirt werden. Die 
6 unter sich gleichen Mittelkantenwinkel M werden durch je zwei 
parallele Seiten dargestellt und durch die Projectionsebene halbirt. 


1, 


Es ist hiernach in der Pyramide der ersten Art Fe - : 002; : c 


den Zonenpunct auf dr Axeß a=0,v—m, r—m, also 
5 


i m m 


oe Po —— —— os 1 ee 
tk V3 m®+02 Far V!m+e 
kiMN=- ı M = 
solg \ Ra N 
ea  ; Vito 
«. cos+P=m. cos }M 


fa 2... 0% pn 
Im ame es für den 


Zonenpunct auf der Axee au—=m, v—=?2m z=m, also 


und in der Pyramide der zweiten Art 


ın m 


colg n P’= ee = .c05 35 | ur —- 
V3 m’+ a? V:mw+2 
a a 
ctg IM = Sy cs IM= ——— 
ZELL V*4 m? -t- a? 
a. cos+P=m. cos4+M 


2) Die dihexagonalen Pyramiden werden auf der Projections- 
ebene durch symmetrische Zwölfecke dargestellt, in welchen 6 
Ecken auf den Zwischenaxen und 6 auf den Nebenaxen liegen, ent- 
sprechend den je 6 unter sich gleichen Polkantenwinkeln P und P.. 
Die 12 unter sich gleichen Mittelkantenwinkel M werden durch die 
Projectionsebene halbirt. Aus der leicht zu entwerfenden Projec- 


. n . \ . P a a a 
tionsfigur findet man für die Pyramide lt, 2:6 
© 3 u r Hi 
v— u) V3 x y3 
cos 4 P = — - —— == = 
V 4 (u — u vr?) +02 a @trm)+o? 
K—a 
a 0) —— - 
V 4 (uva) «? 
& 
cs+M = — - — 
V4w+va)+ eo 
cos 4 P . cos 4 P, cos 'M 
 V3 = u—ın Fr [7 


Die hemiedrische Form als hexagonale Pyramide der dritten 
Art ist als selbständige Form ohne Interesse. 

3) Die hexagonalen Prismen der ersten und zweiten Art haben, 
wie leicht zu beweisen, und unmittelbar aus der Projectionsfigur 
ersichtlich ist, Kantenwinkel von 120°, in ihrer hemiedrischen Form 
als trigonale Prismen Kantenwinkel von 60°, in ihrer Verbindung 
Combinationskanten von 150°. Die zweierlei Kantenwinkel P und 
P, eines dihexagonalen Prisma’s u ‚32 , 83 ıD « werden resp. 


dr wer ge 


— 617 — 


durch die Zwischenaxen und die Nebenaxen halbirt, und ist leicht 
abzuleiten P+4#P, = 150° 


vw—u) V3 ay3 
clg -P= - —ı 
“ uf» ut» 
cote LP, = ee — ee — uU oder 
a Tre eV v v3 vV3 
v—1 _ 2—v 2 ı 
ü = NN N (OR si 
füru—=l cotg4 I Ge Te Birma r 73 


Wichtiger als diese Winkel sind in der Regel die Winkel der 
Combinationskanten mit den hexagonalen Prismen der ersten und 
zweiten Art, von denen das der ersten Art die Kanten P, das der 
zweiten Art die Kanten P, abstumpft. Die Winkel der Combina- 
tionskanten seien resp. p und p}, So ist leicht zu beweisen 

180 —P=2 (180 — p) 
150 — Pı= 2 (180 — pı)- 

Die hemiedrischen Formen als hexagonales Prisma der dritten 
Art und ditrigonales Prisma sind als selbständige Formen ohne 
Interesse. 

4) Die Rhomboeder der ersten Art, welche wir hier am besten 
als Grundform, nicht als hemiedrische Form der hexagonalen Pyra- 
miden der ersten Art, betrachten, werden auf der Projeclionsebene 
durch gleichseilige Dreiecke dargestellt, deren Seiten den Neben- 
axen parallel sind, und deren Ecken auf den Zwischenaxen liegen 
(siehe Tab. IH, Fig. 4— 6 die z, P und g). Die unter sich gleichen 
Polkantenwinkel P werden durch die Ebenen durch die Axe c 
und die entsprechenden Zwischenaxen halbirt, die drei unter sich 
gleichen Mittelkantenwinkel M sind gleich den Nebenwinkeln der P, 
indem sie durch dieselben Krystallräume gebildet werden. Es ist 


’ a a, 
nun leicht abzuleiten für das Rhomboeder + n Dein ma, ser 
n 13 m V3 
tg ı M = cotg ı P I — Str: Anz 
i a® ) us 2 
4 I m? + 0 
I 3 
in2M=cosıp= MI? _ 
v4 m? + 0? 
Setzt man - — colg p, So ist 
tg 3M=oog4P= sing. Y3, also für den Polkantenwinkel 
R des Hauptrhomboeders & — cotg 9, cetgt R= sin 9. Y3 


Die Rhomboeder der zweiten und dritten Ordnung sind als 
selbständige Formen nicht von Interesse, übrigens lassen sich für 
die der zweiten Ordnung, deren Zonenpuncte auf den Nebenaxen 
liegen, leicht ähnliche Formeln ableiten. 


5 — 


\ 5) Die hexagonalen Skalenoeder betrachten wir ebenfalls als 
Grundform, nicht als hemiedrische Form der dihexagonalen Pyra- 
miden. Ein Skalenoeder wird auf der Projectionsebene durch ein 
gleichseitiges Sechseck (Tab. III, Fig. 7 und 8) dargestellt, dessen 
Ecken auf den Zwischenaxen liegen, und dessen Winkel zu dreien 
gleich sind, so dass auf der einen Hälfte einer jeden Zwischenaxe 
ein stumpferer, auf der anderen ein spitzerer Winkel liegt, ent- 
sprechend dem stumpferen Polkantenwinkel P und dem spitzeren P\. 
Ausserdern treffen sich die Verlängerungen je zweier Gegenseiten 
auf einer Zwischenaxe auf der Seite des spitzeren Winkels, und 
entspricht der Winkel in diesem Puncte, innerhalb dessen M liegt, 
dem Nebenwinkel des Mittelkantenwinkels M des Skalenoeders (siehe 
$. 21). Alle drei Winkel werden, wie aus der Projectionsfigur 
ersichtlich ist, von der Ebene durch e und die entsprechende Zwi- 
schenaxe halbirt. 

- - ; 2 ; a, Ag 'de 
Es sei u > x, so liegt im Skalenoeder ja \ = ra cı der 
stumpfere Polkantenwinkel P auf der vorderen Seite, und ist 
a V3 u V3 


cos+P = - cos+P, = 


1% 4 jr — u a + 0? ] /y dos unter 


cos (90° — AM) = sin 1M= 3 
\ 2 23 

Vab 

cos4P+cos}P, —=sin »M (weil ur =) 


- pP pP P—P 
oder snZM=2. cos. — I, eos P, 
4 4 


2 


cos$}P _cos}P, sin! M 


ze u v 


Dieselben Formeln bleiben, wenn x 
P und P, ihre Stelle. 

Für die Berechnung der Ableitungszahlen oder der Axe a aus 
den Winkeln kann man diese Gleichungen auf folgende Weise 
transformiren. 


a vr $ 1 To = 1e* 

l 4 ‚) — U + — 
Man setze —— Zee 
) SA. 
! ’ | 


Yx = cotg 9, so ist 


7, nur verlauschen 


< 


sin 4 M 


sin4M = sin o. Y3, cos + P—= = sin g. Y3% 


[7 3 = 
cos; Pı = — sin Q. Y3r. 
Sind P und P, gemessen, so hat man also folgendes Systeın 


von Gleichungen zur Berechnung der Ableitungszahlen : 


: P+P Pp—P 
sn+M=cos4P+cos4P,=2. cos als cos — \ 
CORE» E3 
sinIM » 

u Te 
-=l— — 

v v 

l 


sin } M 


Il 
V3x« 
v=a 189. Yr 


Mit Hülfe der Tafeln für die wirkliche Länge der trigonome- 


rs s f 7 - 
trischen Linien lassen sich sin 1 M und —, welches immer zu ei- 
- 


nem rationalen, in der Regel sehr einfachen Bruch abzurunden ist, 
besonders leicht berechnen. 

Die trigonalen und hexagonalen Trapezoeder sind als selbstän- 
dige Formen ohne Interesse. 

$. 56. 

Bei der Berechnung des Apalitkrystalles ($. 17) ist zunächst 
die Länge von a zu ermitteln, nur die Winkel in der Säule sind 
unabhängig davon. 

Estist,P4x=7139W45, x, = 0, 78, mas 3.0, .Pudlorkrojdc- 
tionsebene, also 


“ 
colg Ber ee 
« —2 colg 400 15 


«2 — 5,5814. 
Auf jeder Axe in Fig. 3 liegt eine Zone a, x, S, u, M, und 
wählen wir zur Berechnung diejenige auf MA, (Axe ß). Es ist 
(Fig. 2) 


8, —— 2a, :23,:2,:C uw=—4+ ı—4 utv—0 
Km a,: 94525 :C == tl — | 
A a,:dta,:a,:c en == 
I — Ta,:da,:a,:e = a) =xdN 


V 55514 
also dB, AR N5L 
X, 26550 
8, u, = 130 57" ete;, 


wovon in Fig. 1 die Nebenwinkel sichtbar sind. 

Die Winkel in den einzelnen Pyramiden lassen sich entweder 
auf dieselbe Weise oder nach den Formeln in $. 55 berechnen, 
welche beiden Wege identisch sind. 

Wäre für die Fläche u, nur die eine Zone a,, M, kenntlich, 
und gemessen u, :s,, so wäre auf die obige Weise s, :M, zu 
berechnen, daraus u, :M, und daraus a +» — +5. Aus der 
Lage von u, zwischen M, und s, oder auch aus $. 54, 2, b folgt, 
dass # -H » positiv ist, also 


ut+v=5 v— ul 
N he): 

Für f, kennen wir nur die Säulenzone, und es sei gemessen 
der spitze Winkel e, :f = 19% 6. Aus der Projeetionsfigur erkennt 
man schon ohne Berechnung «& : e, — 60°, also @: f, — 400 54. 

Es sei f, = ” = a3 : 6, so ist wegen der Lage von f, 


— cotg 400 54 — — 


v— u] 
er = 
‚=; y=,2 


also f, =4a, 9: :Wwec=a,:1,:1,:Wc 
und hieraus berechnet f, : « = 400 53.4. 
$. 57 
Bei dem Rothgiltigkrystalle ($. 18) wiederholt sich im Wesent- 
lichen dieselbe Rechnung, nur mit dem Unterschiede, dass hier die 
Hauptzonen auf den Zwischenaxen liegen, in den Zonenpuncten des 
Rhomboeders P. Der Polkantenwinkel P : P ist — 1080 34‘, also 


‚olg 540 17 
@— colg p sing = 2807 
v3 
lg « = 0,34075 
« — 2,1915 
«a — 4,8029. 

Zur Berechnung der Zonen z, (, P wählen wir diejenigen aul 
der negativen @. Für alle Flächen ist „-v=— 1, also für sämmt- 
liche Winkel P, zur Säulenfläche n 

a l et ),71901 
= — —— — az VW = = — ı. 071 
Vı+e ; \ ? 


cotg P ee 
Ru 5,5029 


wobei wir das Vorzeichen vernachlässigen können. Es ist aber 


für z z—=0 colg z: n—V Zz+ 0 — 30% 
l 1 L 0,35950 t:n—=70° 14 
1% | P 071901 P:n=540 17 
h 3 h 21570683 h:n=240 52 
v 5 v 359505: ıv m=152033% 


also z:t —=19°9 46’ 
op 1990 07: 
P:'h=290 25 
DS 590,105 
Die entsprechenden Polkantenwinkel t, P, b, v werden durch 
n halbirt, es ist also 
t:t= 1400 28 etc. 
Wie aus Winkeln in dieser Zone die Ableitungszahlen r—=v— u 
und dann « und v zu berechnen sind, bedarf keiner Erörterung. 
Die Berechnung einer Zone k, u, h auf einer Nebenaxe ist in 
$. 56 gezeigt. 
Zur Berechnung der Zone ps, Us, v, gebrauchen wir die allge- 
meine Formel 


Put +3aw—) 


Colt Pr - 
h V 3 p? q?+(3q?+Pp?) a? 
Es ist v, =4a, : 49, :42, :c —ig:4ßie 
pr = 43,:18:— 3,:Dc=te: — B:Wc 
Prg =2p-r8g 
p=5gq 
pr=Hl8 
15 
=7z 


Dieselben Werthe würde man aus u, und v, nach der Formel 
in $. 53 erhalten. 
Es ist also 


7 


8 + +3. 2 ur) 
sog Pr = 
A: Te 18* /, 18 
BE (3- 

6) 
5 5 (ut) +3 Wr +3 (u—») 
-y e 18? + ae 


= +? w+ >) + au — .elc. 
VR+FBe 


Für die Berechnung eines Krystalles ist jedoch eine derarlig 
untergeordnete Zone selten von Interesse, so interessant auch die 
Existenz derselben zur Controle der Berechnung bei complicirten 
Combinationen sein kann. Die Berechnung von p, aus dem Win- 
kel p, :k,=19%6', also p, : e=70° 5% ist ähnlich der von f, 
in $. 56. 

Die Berechnung von & aus emem andern Winkel als dem des 
Hauptrhomboeders ist vermittelst der verschiedenen obigen Formeln 
leicht auszuführen. Die Berechnung des Rhomboeders g bedarf 
ebenfalls keiner Erörterung, nur wollen wir noch das Skalenoeder t 
aus seinen beiden Polkantenwinkeln P— 160° 31’ ı P=80° 154 

PR —1400 289° +P,—=700 14° 


berechnen. Es ist 


cos + P=0,16941 
cos f P,=0,33819 = 2 cos 4P 
sin +M=0,50760 —= 3 cos +P ı M—=30° 30 
Be Er 
v rs v 13 
un 
.,- 
ı 
BE rn 
4.3 3 
Is Yx = 9,75354 


le sing —= 9,1334 
v —= 0,75006. d. bh. 
— = 


v | 


u — 4, also 

to). 
Der stumpfere Winkel liegt auf der vorderen Seite, und ist also 

dies Zeichen das richtige; läge der spitzere Winkel vorn, so wäre 


= }2a, 43, : 4a, : ci! — Ha 499 1 a5: 


das Zeichen ha, 4:4: 1cl, 
WE y 

Anm. Besonders leicht, jedoch selten anwendbar, ist die Berechnung der 

Flächen vermittelst der horizontalen Zonen, wenn auch die Projections- 

ebene nicht ausgebildet ist. 


-.:;_= 
Vl. 


Monoklinoedrisches System. 


$. 58. 

Lehrs. Im monoklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen 

der Säulenfläche x: y : @c (siehe $. 29) und der Projectionsebene 
= P, so dass 

y. colg & ____ cotg € 


Vet} nr 
das 7 entgegengesetzt dem Vorzeichen von y. 

Bew. Es sei (Tab. V, Fig. 12) MG die Sectionslinie der Säu- 
lenfläche. Man fälle von C das Perpendikel CR auf MG, und er- 
richte das Perpendikel RQ auf MG, so ist wegen des rechten Win- 
kels zwischen den Ebenen ac und ab auch CQ senkrecht auf AM 

s R( 
und RQ, folglich cotg P = co 

Es ist aber CQ=e sin & 

Ferner fälle man (Fig. 13) von R das Perpendikel RS auf MA, 
so ist 


=) 


cotg P= St; 


RQ:QM=RS:RMN, oder 
wie leicht abzuleiten 
ROROMZ=-TEN V +32. 


Es ist aber QM=-+ ce. cos 5, folglich 


Man sieht leicht, dass für die Grenzfälle x—=w und v=w die 
Formel sich redueirt auf P=90°9 und P=e, - 

Nimmt man als den Winkel P denjenigen zwischen der vorde- 
ren Säulenfläche und der Projeclionsebene, in welchem die Axe c 
liegt, also den Nebenwinkel von dem zwischen der vorderen Säu- 
lenfläche und der oberen Endfläche (Hexaidfläche) des Krystalls, so 


ist P z 9m jenachdem & S 90 ist, und sind also die Vorzeichen 
von cotg P und cotg & einander entgegengesetzt. 


*) Unter & verstehen wir die Neigung der positiven Axe c gegen die posi- 
tive Axe a, und nehmen in den Figuren der gewöhnlichen Annahme gemäss 
2 > 90°. Für 2 < 90° bleiben die Formeln unverändert, nur die Ab- 
leitung aus den Figuren ist unbedeutend verschieden. 


HN u 


$. 39. 

Zum leichteren Verständniss der im Folgenden vorzunehnien- 
den Entwicklungen, so wie namentlich derjenigen für das trikli- 
noedrische System, geben wir vorläufig den Gang derselben an. 
Die Werthe der Flächen und Zonen beziehen wir im monoklinoe- 
drischen Systeme auf ein rechtwinkliges und substituiren dann 
diese Werthe in die früheren Formeln, und leiten auf ähnliche Weise 
aus den Formeln für das monoklinoedrische System diejenigen für 
das triklinoedrische ab. Diese Hülfssysteme aber haben nur eine 
mathematische, durchaus keine krystallographische Bedeutung, und 
dienen auch nur als Hülfsconstruction für die Entwicklung der For- 
meln., Namentlich um hierbei die krystallographischen Bezeichnungen 
—, 4 etc. zu vermeiden, haben wir in $. 29 die Bezeichnungen 
x, y etc. eingeführt. 


$. 60. 
Lehrs. Im monoklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen 
der Polläche x : y : c und der Projectionsebene — P, so dass 


colg;, P == 


Bew. Es sei DE (Tab. V, Fig. 14) die Sectionslinie der Fläche 
x:y:06,MF senkrecht auf DE. 

Wir errichten in M eine Hülfsaxe senkrecht auf die Ebene ab 
und bezeichnen den Durchschnittspunct dieser Axen mit der Ebene 
CDE, d. h. mit CD, durch C,, so ist 


MF 
pp — z 
OR 
Wir fällen (Fig. 15) das Perpendikel CQ auf AM, so ist 
MC, : CQ=MD : QD CO=e. sin e 


0QD=MDEM=-+(x—ec. cos e). 
Das & vor MQ hängt ab von dem Vorzeichen von x und von 
der Grösse von & In der Figur ist x positiv genommen 
Es ist also 


: x. c. sine 
MU —- ’ 
X—Cc. 008 & 
F x — c. 00S& 
folglich nach $. 30 ctgP= —— ————, wobei die 


s SE x? 

c. sin &. ] I+ 5 

Richtigkeit des Vorzeichens, auch wenn MC, negativ ist, leicht 
nachzuweisen ist, indem alsdann P > 90° ist. 


Für x—=w reducirt sich die Formel richtig auf 
y 
ctg P= —— 
: e. sin & 
$. 61. 

Lehrs. Leitet man durch Veränderung der Axe a aus einem 
monoklinoedrischen Systeme ein rechtwinkliges ab, so schneidet 
die Zonenaxe, welche in der ursprünglichen Axenebene ab durch 
den Punct D = (z, u) ging, die neue Ebene a,b in einem Puncte 
D, = (z,, u,), So dass 


Z. c. Sin & 
Zı g _ —.. om 
c—2Z. COS & 
TG 
a a ee 


CG— 2. coSE 
Bew. Es sei AMB (Tab. V, Fig. 16) die ursprüngliche Axen- 
ebene ab, A,MC die neue, also X A,MC= 90° D und D, lie- 
gen immer in demselben Flächenquadranten BMA oder in zwei Schei- 
telwinkeln. Wir betrachten hier nur den ersten Fall. Es sei DE 
senkrecht auf MA, D, E, senkrecht auf MA,, also 
DE=-u D,E,=-+u, 
ME=-+2 MEL—-Fz, 
Jenachdem z positiv oder negativ ist, liegt E, zwischen E und 
C oder E zwischen E, und C. Es ist nun nach einem Satze der 
Trigonometrie 
EM. sin EMC 


(ig ECM = ——— u 
6 CM—EM. cosEMC 


und (Fig. 17) g ECM — EıN also 
= GM’ 
E,M CM. sinEMC 


EM ° CM—EM cosEMC 
Es sind aber die Vorzeichen von z und z, gleich, und es ist 
EMC=s oder=180—e, jenachdem z positiv oder negativ ist. Es 
ist also 


Zn ce sin & cz sın & 
— ——— oder 2, = —— 
z C—Z c0SE C—2Z cos & 


Es sei EF senkrecht auf MC, so ist 
E,D, :ED=E,M, : EF 
EF=EM sin EMC=EM sins, 
folglich wegen der gleichen Vorzeichen von z : z, und u: u, 
u, :u=2, : 2508 
u. c 


a — 


C—Z. c0OSE 


ER 


Auf ähnliche Weise ist der Beweis zu führen, wenn D und D, 
in verschiedenen Quadranten liegen, also z und z, und ebenso u 
und u, ungleiche Vorzeichen haben, und ebenfalls ist die Richtigkeit 
der Formel für die Grenzwerthe z=0 u. dgl. leicht nachzuweisen 
auf die Art, wie oben mehrfach derartige Beweise geführt sind. 
Zus. Die Gleichung der Sectionsliniex : y wird folglich x, : y, 
x. C Sin e 
so dass x, = ————, wobei der Durchschnittspunet y mit der 
c—X cos& 
Axe b unverändert bleibt. 


$. 62. 
Lehrs. Im monoklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwı- 
schen der Säulenfläche x : y : @c und der Ebene ac=P, so dass 
ogP= — x sin € 
y 
Bew. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 61 bleibt der 
Werth der Ebene ac unverändert, und die Fläche x: y: we 
bleibt Säulenfläche. In der Sectionslinie dieser Fläche ist ein Punct 
D = (—x, y), aus welchem durch dieselbe Änderung ein Punct 
D, folgt = (— x,, Yı), So dass 
KUREN iR SINN ENT Y: 
Es ist aber nach $. 31 


x 
cog P= — -—, also 
Yı 
x sine 
Bolg, Pr =, 
y 
$. 63. 


Lehrs. Im monoklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwi- 
schen der Polfläche x : y : e und der Säulenfläche, welche mit ihr 
durch den Zonenpunct (z, u) geht = P, so dass 

ey u—x 2. sin &2! —x. y. U. c0S& 


colg P — 


x y.sine V c2-F22-+u2 — 2z.c. cose 

Bew. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 61 erhält 
die Polfläche das Zeichen x, : y, : e und der Zonenpunet das 
Zeichen (z,, u,), so dass 


x. csın& 
A ae Pe Yı.=Y 
0—Z C0SE 
zZ. c. sıne 2. C 
zZ === — I, —— — 
C—7 008 E 6—Z COS& 


Es ist aber nach $. 32 


clyı W—X:: 2 

X Yı V ®+u?+2z? 

woraus nach einer leicht auszuführenden Substitution die im Lehr- 
satze angegebene Form folgt. Bei der Reduction wird der Nenner 
e — z cos s unter dem Wurzelzeichen weggeschafft, und ausserdem ist 
das Vorzeichen der Formel zunächst nur richtig, wenn z und z, in 
demselben Quadranten liegen, also gleiche Vorzeichen haben. Es wäre 
also die Formel mit + zu schreiben, so dass dies Zeichen dem 


ctg P= 


r . 7 \ . . 
Vorzeichen des Productes er (c—z. cos eg) entspräche, dies Pro- 


duct ist aber —= ce. sin g, also positiv. 
$. 64. 
\ ee 5 . a 
Substituirt man in die oben gefundenen Formeln — — x, 
m 
b a b . 2 ee 
-y -=z — =u, soergiebt sich: 
n BR q 
. s Er ” aieb 
1) für den Winkel P. zwischen der Säulenfläche — : — : ce 
m N 
und der Projectionsebene 
cotg & 
eolg = — 7 2 
n?® a: 
V: 
ze m*b* 
= mb cotgs 
V n: a? m? b? 
91 fi r: e e a b 
2) für den Winkel P. zwischen der Polfläche k :c und 
ni n 


der Projectionsebene 


mw cose 
coole Pe = —— — 
= $) 74 pr > 
® 1 al 1m 
». sin ] ll +.-5 
2 g 3 m? b? 
Are b(a— m. c. cos e) 


c.sine V n2 a2 + m? b? 


das + gleich dem Vorzeichen von m, 
b 


3) für den Winkel P, zwischen der Säulenfläche on DEE 
n 
und der Ebene ac 


na sin 
TE Re a 


4) für den Winkel P zwischen der Polfläche  : > : e und 
m n 


ee 


Nr .. . . r a 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct | 
P 


geht, 


b b a a 5 a h bh 
De en sine? — — — — (088 
n mp m n q 
eg P= = 1 7 — —— = 
a ) . 2 b? a 
—. — Sine. a a nern 
mon ne] 24-757 u ı 2 — 0. cose 
P q I 
. r . a 
das + gleich dem Vorzeichen von c——- cos &, oder 
ar D 
c Im pb®—ngqa? sin > — pab? coss 


a 


absine VPr2 c?+q?a?+p?b?— 2pq?.a.c.cose 
das 4 gleich dem Vorzeichen von p, q. 


$. 65. 

Um die obigen Formeln für die Berechnung weiter zu verein- 
fachen, wählen wir wiederum ce als Einheit und führen ausserdem 
die Hülfsgrössen ein a cos s=x# *) 

a sine 
—— NE 
b 
Es ist alsdann: 
y. . Nor vr a 
( 1) für den Winkel P. zwischen der Säulenfläche Er; IC 
m 


und der Projectionsebene 


| cotg e 
college . = — —— 


m? b? 


mb. cotge 


= V n?a? + m2b? 


y. . ; a 
9) für den Winkel P. zwischen der Polfläche : :c und 
e m 


der Projectionsebene 


(a? — m») lgA 


— Vnear-Fmebe 


colg Pe = 


das + gleich dem Vorzeichen von m, und zwar 
a 
a) ürr——w,d.h. m=0 
m 


*) cotg } ist immer positiv, das Vorzeichen von » hängt davon ab, ob 
e < 90% oder > 90° ist. 


b 
eolg Pe = ——— 
n. sing 
b) ür -—=wm,d.h. n=0 
(—m»)ig} 
cotg Pk = — 
mb 
a 
= —ı — 60lg;8 
m sin & 
= i zu gü aD 
3) für den Winkel P, zwischen der Säulenlläche are eh 
T 
und der Ebene ac 
n 
cotg = — m eolg A 
= 3 2 a b 
4) für den Winkel P zwischen der Polfläche es. und 
fi n 
” FU 2 a b 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct (7 ; =) 
: | 
geht, 
mp. t8g22?— nq—p x. tg2? 
colg P= ir cotg A. 


V p?q?+gq?a2+p?b?— 2p q?x 
RE mpisiong colgA—palgA 
 Voratarar tee — ap 
das + gleich dem Vorzeichen von p. q, und zwar 
a) für den Winkel P, zwischen der Polfläche und der seit- 
lichen Hexaidlläche, d. bh. für einen Zonenpunct auf der Axe a 


\ 


(pe=M, >09) 


n cotg % 


cotg h = — = - 
Ge + V m®+a2—- 2m 
das I entgegengesetzt dem Vorzeichen von ın, 
b) für den Winkel Pı zwischen der Pollläche und der vorde- 
ven llexaidlläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b (y=n 
Mi.) 


, 


(m — x) ig 

colg Pr = m ——— 
Vn:+b: 

das + gleich dem Vorzeichen von n, 

c) für den Winkel P mit der Säulenfläche, deren Sectionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. h. mit der Säulenfläche 
a b h a - 5 A a 
— :— :@c, durch eine ähnliche Ableitung wie in $. 32. Anm. 
m n u 
m?tgA-tn? otga— meigA 

V n? a® +m? b? 


das + gleich dem Vorzeichen von m. q, 


cotg P — 


— 


= 0 


d) für den Winkel P in dem Kantenzonenpuncte, wop—=q 
migAa—ncolgA — xtgı 
"Vr+@+b’—2pe 
p=m-+tn 


das + gleich dem Vorzeichen von p, 
und in dem Kantenzonenpuncte, wp—= — 


— migA+tncogr —»1g A 


RE 


kötg ‚Pr 
V»: + .a?+b?— 2px 
pP EU 
das 7 entgegengesetzt dem Vorzeichen von p. 
$. 66. 


Die Winkel der einfachen Formen des monoklinoedrischen Sy- 
stems (Hemipyramiden etc.) sind mit Hülfe der obigen Formeln 
leicht zu berechnen, so dass es nicht nöthig ist, dieselben in ihrer 
Allgemeinheit zu berücksichtigen. 

Nach G. Rose’s Messungen sind für den Titanit ($. 19) die 
durchschnittlichen Werthe der Winkel 


1 57 

n 54 

} 5 
53° 
51 


wobei wir nur ganze Minuten angeben, da einige Winkel um 20' 
variiren. Wir stellen uns die Aufgabe, diejenigen Werthe von a, b 
und sg, welche diesen Winkeln am nächsten entsprechen, und die 
danach wahrscheinlichsten Werthe der Winkel anzugeben. *) 

Das Axensystem in Fig. 23 eignet sich besonders zu dieser 
Berechnung, indem die | für dasselbe Säulenflächen sind; wäre dies 
nicht der Fall, so könnten wir aus Fig. 23 leicht, wie früher ge- 
zeigt ist, ein neues Axensystem ableiten, für welches die | Säulen- 
flächen wären, für dieses System die Winkel corrigiren, und dann 
wieder aus den corrigirten Winkeln für jedes beliebige System 
die wahrscheinlichsten Werthe von a, b und & berechnen. 

Die Winkell:1,M:M, s:s, n:n werden durch die Axenebene 
ac halbirt. Aus den bekannten Werthen der Flächen folgt alsdann 


*) Im Allgemeinen könnten aus beliebig drei Winkeln die gesuchten Stücke 
berechnet werden, aber abgesehen von den Fehlern der Messung variiren 
die Winkel bei manchen Mineralien an verschiedenen Individuen, und 

zeigen sich in den Winkeln desselben Krystalls nicht selten Störungen 

bis zu 20° und mehr (siehe auch $. 77). 


(1) cotg 66% 57° — cotg A 
(2) cotg 385° —= 3 cotg A 
’ 4 cotg A 
(3) cotg 33° 54 — 
V!-2++a 
3 colg A 


BUGgO ET mn a ey 
(4) cotg 685 —= VIsreen 
4tga+2 colgr — atgı 
1182 —3 oolga —algA 
V!—-2x+a?+b? 
Die Gleichungen 1 und 2 müssten identisch sein, wenn die 
Werthe der Winkel genau wären. 

Aus 1, 3 und 4 folgt lg cotg A — 9,62890 
1—2*-+ a: = (4. tg 330 54. colg 2)? = 1,3080 
41—2++2?= (4186805. colgA)” = 0,4971 

also » — 0,0585  cotg A = 0,42551 

a? — 0,4250 g2—= 235015 »tgr = 0,13749 

und hieraus ferner & = 84° 51’ 

lg b = 0,18354 
b?= 2,3285. 

Aus diesen Werthen berechnen wir jetzt die Winkel 2, 5, 6 

cotg4(M:M) = 1,27653 1 (M:M) = 380 4! 


(5) colg 60° 53' — 


(6) cotg 78° 51’ = 


0,92956 37 
eotg, (n,:1,) = — - 04.261023 
V 2,9035 
0,36222 \ 
cote (ms 1-3], =290, 15°: 


V 3,6365 

Die berechneten Winkel 5 und 6 weichen sehr stark von den 
gemessenen ab. Berechnen wir nun aus 1, 5 und 6 die Werthe 
von z und a?-+-b?, und daraus a, b und g, so erhalten wir andere 
Werthe als die oben berechneten, und daraus finden sich die 
Werthe von 3 und 4 abweichend von den gemessenen, und kann 
man alsdann versuchen, die Werthe von a, b und & nach und nach 
so zu ändern, dass die daraus berechneten Winkel möglichst den 
gemessenen gleich sind; es ist dies aber eine eben so mühsame 
als in der Regel erfolglose Operation. Sicher kommt man zum 
Ziele durch Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate, und 
findet man dann durch eine freilich auch weitläuftige Berechnung, 
die wir hier nicht mittheilen wollen, als die wahrscheinlichsten 
Werthe 

a = 0,64505 b = 1,51715 e = 850 19 
6 


= 


Hieraus suchen wir zunächst wieder die Zahlenwerthe 


* = 0,05291 tg ı — 2,3494 
colg A = 0,42565 “tg A — 0,12432 
a? = 0,42001 b? —= 2,3028 
_ — 1,5848 
asıne 


und finden dann durch eine ähnliche Berechnung wie oben für 


n, :1, und n, :1, die Winkel 
ı (2:1) = 660 56% 

ı (M:M) = 380 y 
(se 33957; 

2 (n:n) = 680% 3’ 

n,: 1, = 609 54' 
n,: 1, = 780 51, 


die sich den beobachteten Winkeln sehr gut anschliessen. 
Für die Zone P,s, yistn=(, es ist also für die Winkel P, 


E - er I 
gegen die vordere Hexaidfläche, d. h. gegen die Kante -—- 


colg Pı = Z ( A cotg e) 


‚a sin & 
—= + (m. 1,5843 — 0,0819) 
N 
colg (7:?)=- colg € Ir =.980.4] 
l 

also cotg (7 x \= 0,7983 7:x=5l® 24' 

’] ) of l r F 

eotg | :y )= 1,5024 7:Y’= 330 39 

also P:; x = 430 17° 
a N) 


: 3 ee. : l 
In derselben Zone liegt eine Fläche z zwischen y und j) und 


ist z:y == 11095), also 
I 
Tı= 220 34' 
Es sei z = nr ı @b:c, so ist also 
2,4063 = + (m. 1,5843 — 0,0819) 
5 Fr 2,4882 
a in EN =, 1 
m ist positiv, also m — Tre +1 +4 an 
’'+» etc. 
dhm=-% 
2 = zZ a:mb:c 


*) Diese Winkel weichen zum Theil schr bedeutend von denen ab, die 
Rose berechnet hat, es wird aber von demselben die Berechnung nur als 
ungefähr passend angegeben. 


u 


Es sei für die Fläche t, der Zonenpunct s,, M,, t, bekannt 
— (— 3a, b) und der spitze Winkel 
s,:t = 48° 47° a R  Le 


Es ist für eine Fläche - ‚ein diesem Zonenpuncte 


— 4 miga—n colgA +3; »1g7 


cotg P= — 
Vvstargtre 
m. 0,78313 + n. 0,42565 — 0,04144 
— V 0,2226 
2,44429 
also  cotg s,:M = ———— s:M = 20° 20' 
V 0,82226 
M, liegt zwischen t, und s,, also t,:M = 28° 25‘, und ist für 
Be zn : ce mit Berücksichtigung der Lage gegen M 
m. 0,78313 + n. 0,42565 — 0,04144 
eolg t,:M, = — — = — 
V 0,82226 


Aus der Gleichung p q pn-+ qm folgt 
=_ 04: 


—ın-+m 


3 


I Il 


n 3m-+1, 
3 = 
a m. 2,06008 + 0,38421 
V 0,82226 N 
m — 16739 + 0,3842 _ 2,0581 
2,06008 2,06008 
ddhm=—1 
n=— 2 
also t=—a:— tb: c, übereinstimmend mit den übrigen 


Zonenverhältnissen. 

Die bedeutend einfachere Bestimmung einer Fläche aus einem 
Axenzonenpuncte ist mit Hülfe der aufgestellten Formeln auf ähn- 
liche Weise auszuführen wie im rhombischen Systeme. 

Die Elemente für das Axensystem in Fig. 6 


a 1,0778 
b = 1,3239 
& = 1140 IV 


kann man entweder auf ähnliche Weise wie oben aus den Winkeln 
s:s,n:n,1l:] ableiten, oder einfacher aus den oben berechneten 
Winkeln in der verticalen Zone P, x, y und dem Winkel s: s. 


*) Eine ähnliche Umformung ist überall zu empfehlen, wo für einen Zo- 


nenpunct mehrere Winkel zu berechnen sind, 
6* 


PR 
vn. 


Triklinoedrisches System. 
$. 67. 
Im triklinoedrischen Systeme bezeichnen wir die Neigung der 
positiven Axenebenen 
os ah alhirhisB, ac bic ei, 
dıe Neigung der posiliven Axen 
a:b=y, LIT b20, iR; 
so dass also durch die correspondirenden Buchstaben a, &, A die 
Axe, der gegenüberliegende Axenwinkel und der an der Axe gebil- 
dete Flächenwinkel der Axenebenen bezeichnet wird. Wenn wir 
ausserdem wie früher die Richtung der Axen durch MA, MB, MG 
bezeichnen, so kann dies kein Missverständniss verursachen, Die 
sechs Winkel sind bekanntlich die Elemente eines sphärischen 
Dreiecks, und zwar «, ß, y die Seiten und A, B, C die Winkel mit 
den bekannten Beziehungen 
sine:snA=sinß:snB=siny:sin C 
gte= | cos s. cos (s— A) ne RTE 


3 cos (s—B). cos (s—() 2 SR 


Zur Ableitung der Formeln nehmen wir zunächst ein mono- 
klinoedrisches Axensystem zur Hülfe, welches wir auf folgende 
Weise ableiten. 

Wir legen durch c (Tab. V, Fig. 18) eine Ebene senkrecht auf 
ab und nehmen deren Durchschnittsliniie MA, mit ab als erste 
Nebenaxe a,, und zwar nehmen wir die Seite positiv, welche mit 
der positiven a einen spitzen Winkel bildet. Alsdann nehmen wir 
die Axe b, in der Ebene ab senkrecht auf a, und wählen die 
positive Hälfte wie gewöhnlich. Bezeichnen wir nun durch ö den 
Winkel, welcher durch die Bewegung von a nach a, beschrieben 
wird, wie gewöhnlich die Bewegung von a nach b positiv genommen, 
soista,:b=y— öunda, :b,=90%, also b:b, = — (y— Ö), 
immer die Bewegung von der zuerst angegebenen Axe aus gerechnet. 
Der Winkel AAÄAMC =: ist die Neigung der Axen a, :c in dem 
Nülfssysteme. 

In den beiden Dreiecken AA,C und BA,C it A, = W®, 
also nach den Formeln für das rechtwinklige sphärische Dreieck 


cosö C0oSE—coSsß cos (y— 6) C0SEZCOS & 
sin e=sin ß sin Ä sine=sin « sin B 
tg e=sinö ig A tg e=sin (7—ö)tgB 


oder sin d cose=sinscolgA sin (y—6) cose=sin e cotg B 
Diese Formeln gelten zunächst nur für den Fall, wo ö und 
»—ö positiv sind, d. h. wo die Winkel A und B innerhalb der 
beiden rechtwinkligen Dreiecke liegen; ist aber ö oder „—6ö nega- 


tiv, so ist für das entsprechende Dreieck A oder B Aussenwinkel, 
es müsste also in den obigen Formeln cos (—ö), sin (180—A) etc. 


heissen, nun ist aber cos (—6) = cos 6, sin (IS0O—A) = sin A, 
sin (—-6) = — sin ö etc, und hebt sich dadurch der Zeichen- 
wechsel auf. Die Formeln sind somit allgemein gültig. 

$. 68. 


Lehrs. Leitet man nach der in $. 67 angegebenen Art aus 
einem triklinoedrischen Systeme ein monoklinoedrisches ab, so wird 
das Zeichen der Linie x : y verwandelt in x, : y,, so dass 


xy siny 
en Te 
L x sin ö+y sin (»—6) 

x y siny 
= 


x cosö — y cos (Y—0) 

Bew. Die Durchschnittspuncte der Linie mit den ursprüng- 
lichen Axen seien D und E (Tab. V, Fig. 19), also MD=x, ME=y, 
so ist in Bezug auf die rechiwinkligen Axen a,, b, der Punct 


D= (z u) undE = (z, u,), so dass 
Ze 0X: 00950 zZ, =Yy cos y—6) 
u=—x sin ö u,=y sin y—6) 


Beide Puncte liegen in der Linie x, : y,, und ist also nach 
$. 22 
X :Yı=(&, —xcosö):—x sindo=(x, —y cos(7—6)) ;y sin (y—$) 
also (x, —x cos ö). y. sin y—6) = — (x, —Y. cos (y—6)) x sin ö 
x. y. (sin ö. cos (Y—d)-+ cos ö. sin (y— Ö)) 
x sin ö+y sin (y—6) 
xy siny 


+ == 


Rn x sin ö-+-y sin (7— ö) 
und substituirl man diesen Werth in 
x, :Yı = (K—X cos) ı x sinö 
so erhält man durch eine ähnliche Reduclion den angegebenen 
Werth von Yı}. 
Die Gültigkeit der Formel, wenn eine der Grössen = ist, 
ist leicht nachzuweisen. 
$. 69. 
Lehrs. Im triklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen 
der Säulenfläche x: y: «oc und der Projectionsebene — P, so dass 
ogP=Z x colgA--y cotgB 
V x2+y?—2xy cosy 


das + entgegengesetzt dem Vorzeichen von y. 
Bew. Bei der Anderung des Axensystems wie in $. 67 bleibt 
die Projeclionsebene und die Axe c unverändert. Denkt man die 


=. WE 


Seclionslinie der Säulenfläche parallel sich selbst in der Projeclions- 
ebene fortbewegt, so ist die Gleichung derselben in Bezug auf das 
Hülfssystem nach $. 68 immer = x, : y,, So dass 

x, _ X cosö—y cos y—Ö) 

yı xein ö+y sin 7 — 6) 
also unter denselben Beziehungen die Gleichung der Fläche für das 
Hülfssystem x, : y, : @c. Es ist aber nach $. 58 


tz P cotg & 
ctgP= — - 
| ee 
22 
and 1 _.. x? +y?—2xy cosy 


yı?  (sinö+ysin(y—ö) 
also nach $. 67 
cotg P— 7 x cotgA-Hy cotgB 

V x®+y?—2xy cosy 

Der Ableitung gemäss ist unter den Annahmen wie in $. 58 ‚as 
Vorzeichen 77 entgegengesetzt demjenigen von x sin ö4+-y sin (y—ö), 
x, als positiv genommen, also entgegengesetzt demjenigen von 
x. y. siny. Es ist aber x positiv, und y positiv und < 1#0°, es ist 
also das Vorzeichen entgegengesetzt dem von y zu nehmen. 


$. 70. 


Lehrs. Im triklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen 
der Polfläche x : y : ce und der Projectionsebene — P, so dass 
x.y nn —c x cotgA--y colg B 
ctgP = + 
c V ®+y?—2xy cosy 
das + gleich dem Vorzeichen von y. 

Bew. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 67 bleibt 
die Projectionsebene und die Axe c unverändert und wird die 
Fläche = x, : y, : c, so dass x, und y, die in $. 68 angege- 
benen Werthe erhalten. Es ist aber nach $. 60 


X, —C. 0088 


sotg P > —— 
a r FR x,ı3 
e sin :V 1I+-, 

Yı 


also nach einer ähnlichen Transformation wie in $. 69 
x. y. siny—c. cos& (xsinö-4-y sin (7 — Ö)) 
cogP—+ Sr N EISEN Fr RW N) 
esins V x® + y2—2xy cosy 
Es ist aber nach $. 67 sin e=sin « sin B 
sin y: sine = sinG : sinB, also 


m... > 


sin C 
x Y ScAamB © Ik cotgA--y cotgB} 
eV x2-+y?—2xy cosy 
wobei der Ableitung gemäss das Vorzeichen gleich demjenigen zu 
nehmen ist von 


cgP = FE 


x snö+ty sin 7—ö), 
vorausgesetzt, dass die Vorzeichen von x und x, gleich sind, also 


gleich dem Vorzeichen von (x sinö+ty sin (—6)). - = ysiny, 


d. h. gleich dem Vorzeichen von y. 


$. 171. 

Um die Formel für den Winkel zwischen einer Säulenfläche 
und der Ebene ac aus der entsprechenden Formel für das mono- 
klinoedrische System abzuleiten, müssen wir ein Hülfssystem anwen- 
den, in welchem die Ebene ac unverändert bleibt. Hierzu behalten 
wir die Axen a und ce bei, nehmen die Ebene AMB, (Tab. V, 
Fig. 20) senkrecht auf die Ebene ac und darin die Axe MB, senk- 
recht auf a. Die positive Richtung der ba wählen wir wie gewöhn- 
lich, Der Winkel 8 ist alsdann der Neigungswinkel a : c für das 
Hülfssystem a, ba, c. Wir bezeichnen die Winkel B,MC=o,, 
AMB, =y,, so ist, weil der Flächenwinkel CAB, —90° 

tg y, =sin $ tg C sin 7, =sin «,. sin C 

Es sei (Fig. 21) ein Punct D in der Ebene ab=(z, u), DE pa- 
rallel a, DF parallel b, Die Zonenaxe CD schneide die Ebene ab, 
in D,, und sei D, E, parallela , D,F, paralllb, , D,E, =z,, 
D,F,=u,, so ist 

2:2, =-FCE:CE, 
Wir fällen die Perpendikel EG und E, G, (Fig. 22) auf CM, so ist 
EG=-u sin « E,ÄG,=-+u, Sine, 
CF: CE,=EG:EG, =-usioe: u, sine, 
Jenachdem die Vorzeichen von z und z, gleich oder ungleich 
sind, sind es auch die von u und u,, also 
2: 2, =u'sine: uU, Sind, 
oder 7, :u, =zsine,:usin« 
Eu sın Yı 
Be 

Es sei ferner in Bezug auf die Axen ab, D,=(z,, U2), so ist 

(Fig. 23) 


:usin« 


=D, B=z,-+tu, cosy, 
w=ME, =u, siny, 
Die Richtigkeit der Formel für die verschiedenen Lagen der 
Figur nachzuweisen, überlassen wir dem Leser, 


Aus diesen Gleichungen folgt 
2:0 (27, FuNNcos Yı) : u, Sin} 


| ei -+ cos 71) ) : sin yı 


z siny, Ar. 
u sin« Ismer® 71) = ARE 


Bene 
rt) : sin ß lg € 
era 


u sine sinC 
3 - 
z.uin + eotg €) : sin 


u sin« sin C 
$. 72. 
Lehrs. Im triklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen 


b = 
der Säulenfläche —: =:@6 und der Ebene ac=P, so dass 


2 B 
ctgP—= — Be LER + cotg C 


y sin« sin 
Bew. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 71 bleiben 
die Axen a und c unverändert. In der Sectionslinie der Säulen- 
fläche ist ein Punct D — (—x, y), aus welchem durch dieselbe 
Änderung ein Punct D, = (— x,, Ys) folgt, so dass 
gu: p = (- nt c + cotg c) : sin ß. 
Nach $. 62 ist aber 


x, sin ß 
| cotg P=— —Z— 
ya 
und folgt hieraus die im Lehrsatze angegebene Form. 
$. 73. 


Lehrs. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 67 er- 
hält der Zonenpunct (z, u) das Zeichen (z,, u,), so dass 
2, —=2 cosö-4-u cos (y— 0) 
u, =u sin y—6) —z sin ö 
Bew. Man kann den Zonenpunct ansehen als Durchschnitts- 
punct der beiden Linien z: ob und wa : u, welchen nach $. 68 
für das Hülfssystem die Zeichen entsprechen 
x: yundx,:y,, so dass 


__ 2 siny 2 z siny BE er nr 
er = ICHTEn x:y==cos (y—) :—sin (y—0) 
_ usiny ET : ge BE 
2m Yı= 5} ı !Yı = 0086: sin’ö 
Es ist also nach $. 22. Anm. 
i z si 
cos (Y—d) : — sin y—)6) = rer) _ 2.) nie, 


3 u sin y 2): 
Ar: iR EIER 
cosö : sind - ’ u, 


u BE 


oder u, cos y—6d) = — zsiny + 2, sin (Y—8) 
u, 608 d6 = usiny — 2, Sin ö 
z, (sin 6 cos (7 —6)-+ cos ö sin (—ö)) = u sin cos (P—6)-+z sin y cos ö 
2, =2 0086 4 u cos (7—Ö) 
u, u sin y—6) — z sin Ö. 


$. 74. 
Lehrs. Im triklinoedrischen Systeme ist der Winkel zwischen der 
Polfläche x : y : e und der Säulenfläche, welche mit ihr durch den 
Zonenpunct (z, u) geht, = P, so dass 


> c j yusin@?-xzsind?+(gz-xu)sin« sind cos C I-xy j ucotgB-zcotgA N sin« sind sin C 
cgP=— 


xysin«sinßsinC V c2+22+u2 +2zu cos?-2c (zcos d-+ucose) 

Bew. Bei der Änderung des Axensystems wie in $. 67 erhält 
die Fläche das Zeichen x, : y, : ec und der Zonenpunct das Zei- 
chen (z,, u,) unter den in $$. 68 und 73 angegebenen Beziehungen. 
Die Axe c bleibt unverändert, und ist also nach $. 63 


G Ivan —xı 2, sine} —X,,Yg UNrC0s8 


x, Y, Sins V®+z2?+u?—2z, e cos& 

Um die Substitution auszuführen dividirt man am besten im 
Zähler und Nenner des Bruchs durch x,. y,. Mit Hülfe der Glei- 
chungen 


sin 2—=1-— cos &2 cos y=cosö cos (Yy—6Ö) — Sin-ö sin (y—6) 


[er 2A 


erhält man dann leicht durch theilweise Substitution 


5 xyzı cos&? sinY 
efyu—azt gz—xu)cos7 — a xyujcos&siny 
yı 


cotg P = 


xy siny sin & Ver+zaru 2+2z ucosy — 2czı cos& 
Mit Hülfe der Formeln für cosö coss und cos (y—6) coss 
ergiebt sich 


x.y. zZ, cos es? 
ar Ale rd BAR (x cos $—y cose«) (2 cosß-Fu cos «) 


yı 

= xz cos ß?— yu cos @®— (y2—xu) cos« cos ß 
u, cose = (u cotgB—z cotg A) sine 
z, cose —=zcosß-+tu cos« 


Es ist demnach 


c hy. usinm?-xz sin B*+(y Z-xU) (08-003 &» cosß) | -x. y (u cotg B-z cos A) sine. sin 


cogP— 


x. ysin/ sin& Ver +22 4+u2-+2zu c0sY-2c (zcosß -+u cose) 
und folgt hieraus durch Anwendung der Gleichungen 
sin sin ß sin A 
sin A sin »=sin« sin C 


= = 


und der bekannten Formel aus der sphärischen Trigonometrie 

cos y—=cos«@ cos ß-+ sin @ sin ß cos C 
die im Lehrsatze angegebene Form. Der Zonenpunct hat in seiner 
Lage keine Veränderung erlitten, das Vorzeichen bleibt also. 


$. 75. 
Substituirt man in die obigen Formeln die Werthe von x, y, 
z, u, so ergiebt sich: | 


1) für den Winkel P. zwischen der Säulenfläche = 4 a DC 


und der Projectionsebene 
na cotgA--mb cotgB 


V n?a2-m?b?—2mnab cosy 


2) für den Winkel P. zwischen der Polfläche -. > = ı e und 


cotg P. = — 


der Projectionsebene 
2 sin C 
“" sinAsinB 
cotg P. = er : 
ce V n2a2+m2b?—2mnab cosy 
das + gleich dem Vorzeichen von m, 


3) für den Winkel P, zwischen der Säulenfläche - : a ı@c 


c ih acoltgA+mb cotg B\ 


und der Ebene ac 


na sin ß - 
m — ——— otg Ü 
cotg Ph mb sin« sin C tr IB 


b 
4) für den Winkel P zwischen der Polfläche — 20 und 


* * © b 
der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct (= =) 


geht 


c Imp»? sin&@? -nqa? sinß?.L.(mg-np)ab sin« sin cos C/-/pb cotgB-qa cotgA lab sin « sin ? sin € 


colg P= ar. PORN 
absin« sind sinG Vp? q? c2.+q?a2+p2b?+2p.q.a.b cos?-2pqe(qacos D+ pb cos «) 


das + gleich dem Vorzeichen von p. q- 


B b 
In $. 69 war das Vorzeichen entgegengesetzt dem von z zu 


nehmen, in $. 70 gleich den von - Beide Formeln sind unter 1 


und 2 im Zähler und im Nenner unter dem Y mit mn mulliplieirt, es 

ist also in der ersten Formel das £ entgegengesetzt, in der zwei- 

ten das + gleich dem Vorzeichen von m zu nehmen; für die Säu- 

lenfläche nehmen wir aber m immer als positiv, das Vorzeichen 
| bei 1 ist also immer negaliv. 


$. 76. 

Um die Formeln in $. 75 weiter für die Berechnung zu ver- 
einfachen, wählen wir wiederum c als Einheit und führen ausser- 
dem die Hülfsgrösse ein 

asin d 

Durch Einführung von Hülfsgrössen für a cotg A etc. würden 
die Formeln eine elegantere Form erhalten, es würden aber dadurch 
unnöthigerweise die Bezeichnungen gehäuft werden. 

Es ist alsdann: 


= cotg } 


1) für die Winkel P. zwischen der Säulenfläche n ö R 6 
und der Projectionsebene 
na cotgA-+ mb cotg B 


Ve ee Te en er 
Vm? a? -+m?b?—2mnab cosy 


cotg = — 


2) für den Winkel P. zwischen der Polfläche = — 38 und 
der Projectionsebene 
sin C 
Bi le pr een Ina cotg A-- mb cotg BL 
cg Ph. =T 


Vn?a® + m? b?—2mnab cos Y 
das + gleich dem Vorzeichen von m, 


3) für den Winkel P, zwischen der Säulenfläche - x a :00C 
und der Ebene ac 


cotg hr = — — cotg A + colg C 
4) für den Winkel P zwischen der Polfläche = Be :@0c und 


der Säulenfläche, welche mit ihr durch den Zonenpunct (>, =) 
geht, 


tg) 
mp. um nq cotg4-+ (mq-np) cotgC-(pb cotgB-qa cotg A) 
colg P=+ 


1% p? q?c?-+q?a?-+p?b?+2pq Jab cosy — (qa cos & H pbcosa)| 
das —+ gleich dem Vorzeichen von pq. 
Es folgt hieraus ferner auf bekannte Weise: 
a) für den Winkel P) zwischen der Polfläche und der seitlichen 
Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe a 


——n cotgi—m cotg Ü —a colg A 
te pa FE 


Vm? +a? — 2ma cosß 


das 7 entgegengeseizt dem Vorzeichen von m, 


= WI 


b) für den Winkel Pı zwischen der Polfläche und der vorderen 
Hexaidfläche, d. h. für einen Zonenpunct auf der Axe b 


tg 2 
m. un — n cogG —b cotgB 
p Se sin G? 3 
cotg Pı = nn. 


iz 
Yun? -+-b?—2nb cos« 


das + gleich dem Vorzeichen von n, 
ec) für den Winkel P mit der Säulenfläche, deren Sectionslinie 
derjenigen der Polfläche parallel ist, d. h. mit der Säulenfläche 
a b 


— 2.—.00.6 
m'n 
tg 4 s 
n?, ——— +n? cotgA— (mn cotg Ü + mb cotgB +- na colg A) 
— sin 6? 
cotg P—= 


Vm?a? + n2b2— 2muab cosy 


das + gleich dem Vorzeichen von mq, 
d) für den Winkel P in dem Kantenzonenpuncte, wo P—=q 
tg ı 


sin GC? 


n —n cotgk + (m—n) cotgC—b cotgB +a colg A 
cotg P= 3: 


Yp?:-+a? +b2 +2ab cosy—2p(acosß + b cos) 


das + gleich dem Vorzeichen von p, 


e) für den Winkel P in dem Kantenzonenpuncte, wop=—q 
tg } , - R 
m. tn eotgA— (m +n) cogC—b cotgB—a coltg A 
sın U“ 
a — =: > 
7 Vp?-+ a: +b?—2ab cosy + 2p (bcos«—acos j) 


das 7 entgegengesetzt dem Vorzeichen von p. 

Anm. Im diklinoedrischen Systeme ist C = 90°, also sin C =1, cotgC — 0, 
wodurch sich aus den obigen Formeln leicht die für das diklinoedrische 
System ableiten lassen, Setzt man ausserdem A — 90°, also auch 
«— W°, „= W°, B=B, so gelangt man der Natur der Sache nach 
wieder zu den Formeln für das monoklinoedrische und durch fernere 
Reductionen bis zu denjenigen für das tesserale System. 

$. 77. 
Da im triklinoedrischen Systeme alle Krystallräume vereinzelt 
auftreten, so kommen hier keine einfache Formen in Betracht. 
Als Beispiel der Berechnung wählen wir den Axinitkrystall $. 20. 
Es seien hieran nur bekannt die Zonen 
> r + 
SP, SU,.y,W 
IN EHESTEN, 
I Pr, M 
IV. I 7,08 Ju 
VNA 
M o,w,.no 


> = 


Es ist also aus P, M, v, x nur r zu deduciren, und sind zur 
weiteren Deduction Winkelmessungen nölhig. Für die Berechnung 
der Winkel gegen die Hexaidflächen ergiebt sich aus $. 76 fol- 
gende Abkürzung. Für jede Zone auf der oberen Hexaidfläche 
ist cotg P = ER-1T, desgl. auf der vorderen Nexaidfläche 
cotg P=m R—T, desgl, auf der seitlichen Hexaidfläche ecotgP =nR-—-T, 
wobei R und T für jeden Zonenpunct conslante Grössen sind. Durch 
Anwendung der Gleichung pq = pn + qm erhält man ebenfalls 
für die Winkel in jeder beliebigen Zone gegen die Säulenfläche 
cogP=mR-—T 

KU! 
wo R, T, V, U für jeden Zonenpunct constant sind. Dieselben 
Formeln mit den jedesmaligen Abkürzungen gelten auch für die 
übrigen Systeme, sind aber dort wegen der leichteren Berechnung 
der Elemente in dieser allgemeinen Form von geringerem Interesse. 

Es wurde gemessen *) 


VerX 5 57% v:r=860 53’ v:n = 490 21' 
, - a b 
Aus der Zone folgt, dass n von der Form ist — :— : c. Aus 
m 


den bekannten Werthen von x und’r folgt 
0,9733 = R—T 
0,0545 = — T 
also 0,91293 = R 
Zur Bestimmung von n dient die Gleichung 


— 0,8586? = — R—T 
m 
1 
— 0,9315 = —R 
m 
ES ee | 
n = ja; —boc 


Aus den Zonen I und VI ist nun w zu bestimmen. 
Es wurde ferner gemessen 
v2. 320 u v:P = 77° 16' vıw= 1420 15 
. a 
Aus der Zone folgt, dass u von der Form ist 100 b:c. Aus 


den Werthen von P und w folgt 
022597 = — T 
— 1,1000 =— R—T 
also 1,32658 R 


*) Es sind im Folgenden die unmittelbaren Resultate der Messung mit dem 
Reflexionsgoniometer, d.h. die Nebenwinkel angegeben, was für die 
Rechnung am zweckmässigsten ist, 


Er 
Zur Bestimmung von u dient die Gleichung 
155866 = U R—T 
m 


133269 = R 
m 


also m =], u aa he 
Aus den Zonen II und IV ist nun s zu bestimmen. 
Es wurde ferner gemessen 
P:s = 33° 30' ungefähr P:x = 490 30' Pr y=!790122' 


Aus der Zone folgt, dass y von der Form ist — bi :uc, Aus 


den Werthen von s und x folgt 
1,51084 =2R — T 
0,8408 = R—T 
also 0,65676 — 
0,19732 = — T 
Zur Bestimmung von y dient die Gleichung 


018775 =mR —T 
— 0,00957 = m R 
also m=0 
Aus 085408 = R — T 
0,18775 = —T 
folgte 1,52041 = 2 R — T, also P:s = 330 


s:x= 160 10° 

was mit Messungen an anderen Krystallen von derselben Druse 
übereinstimmt. 

Es wurde ferner gemessen 

M:n = 50° 30' M:w= 97 5 M:o=385, 
bei M : w bezogen auf die Fläche M an der rechten Seite des Kry- 
stalls. Aus der Zone folgt, dass o von der Form ist — a: = RR; 
Aus den Werthen von n und w folgt 
— 082434 = — R—T 
— 0,226 = —T 
also 0,70008 = R 
Zur Bestimmung von o dient die Gleichung 
127611=nR—T 
1,40039 = n R 
also n = 2, o=—a:tb;:c 

Es sind somit sämmtliche Flächen bestimmt, und liegt schon 
in der Einfachheit sämmtlicher Werthe ein Beweis, dass nicht in 
einer oder der anderen Deduction ein Fehler der Messung oder 
Berechnung ist, der sich fortgepflanzt hätte, so dass irgend eine der 
Flächen falsch bestimmt wäre. Eine fernere Gontrole liegt in den 


zb wu 


aus der Projectionsfigur ersichtlichen Zonen, welche am Krystalle 
aufzusuchen sind, 

Zur Berechnung der fünf Elemente genügen im Allgemeinen 
fünf von einander unabhängige Winkel zwischen bekannten Flächen. 
Die Rechnung wird freilich bedeutend erleichtert, wenn die Winkel 
A, B, C unmittelbar gemessen sind, woraus alsdann «, ß, und y zu 
berechnen sind, aber gerade in den entsprechenden Zonen finden 
sich nicht selten Abweichungen von mehreren Minuten in den Win- 
keln. Bei den rechtwinkligen Systemen sind diese Störungen leicht 
zu erkennen, hier kann man sie nur daran erkennen, dass die 
Winkel in einer Zone nicht harmoniren, und dass da, wo die bei- 
den Flächen eines Krystallraums ausgebildet sind, dieselben einen 
Winkel (nicht selten von 20’) mit einander bilden. Nach der obigen 
Berechnung harmoniren die Winkel sehr gut in den Zonen V und VI, 
nicht in der Zone I, durch welche sonst die Berechnung sehr er- 
leichtert würde. Die beiden ersten Zonen liefern jede zwei unab- 
hängige Gleichungen. Ausserdem benutzen wir die gemessenen 
Winkel in der Zone III 

M:P = 890 56‘, also GC = 90° 4' 

M:r = 440 yy 
die sich anderweitig als die sichersten zeigen und sich sehr gut 
zur Berechnung eignen. Die Winkel in den ersten Zonen verändern 
wir möglichst gleichmässig um einige Secunden (die Beobachtung 
geht nur auf Minuten), so dass sie vollkommen harmoniren, und 
nehmen 


cotg v: x —= 0,96743 
ceotg v:r — 0,05443 
cotg M:n —= 0,82445 


cotg M: w= 0,12432 
Aus diesen sechs Winkeln folgt: 


() cotgC = — 0,00116 
(2) 1,00935 — cotg A — colg C 


ab sin 


SHE” (a cotgA-+-b cotgB) 
a cotgA--b cotgB 
V = +b?—2ab cosy 
—cotg} +cotgC—acotgA 
Vit@t2aoe 
cotgl —acolgA 


Vita? 2a c0sß 


3) 0,96743 = 


(4) 0,0543 = — 


(6) — 0,82445 — 


(6) — 0,12432 — 


— (di = 


Aus 1 und 2 folgt (7) cotg A = 1,00819. 

Zur weiteren Berechnung der fünf Elemente ist von den 6 
Gleichungen eine überflüssig und benutzen wir desshalb aus 5 und 6 
nur eine Gleichung 

0,70013 (a cotg A — cotg C) — 0,12432 cotg A 
(8) a cotg A = 0,17786 
Aus 3 und 4 folgen die beiden Gleichungen 


a. b BE ee = 
0) sinA sinB 0,91300. Ya? +b?— 2b cosy 
ne . ab 
(10) 0,91300 (a cotg A + b cotg B) = 0,05443 ka 
Es ist aber 
a? + b? — 2 ab cos y 
R— a? b? TR R ( coC \ 
— mat ER FREI ARD sinAsnB " cotg AcotgB)) 
a? b? a. b. cose , 
— zinAt r sinBB “snAsnB (a cotg A + b colg B) 


also u 9 und 10 
—1) ‚913008 (-, r + 


b? a b cos] 


sin mp2 sinA sinB 


b? 
1,00296 —— Ak Sin Br 


h a b ; i 
oder, weil - nB (inG=]) 


ER Vlımma colg A. 


— 0,913002 (14 cotg 3? — 2 colg A cos C) 


b? 
sin B? 


(11) Ig = 0,10883 


1,00296. cotg 22. 


also nach 7  1g Fran — 0,11237 


also nach 8 Az 80 6 
lg a = 0,10823 
Es ist nach 10 b cotg B= — 0,27707 
also nach 11 B = 1020 237’ 
lg b = 0,09849 
Hiernach berechnet ist 
«= 81° 58 ß = 102° 34 y = 91° 48 
Um die Winkel des Krystalls zu berechnen, suchen wir zu- 
nächst die Hülfsgrössen, die zum Theil oben schon berechnet sind, 
a? — 1,6461 h’e=71,5739 ab sin C — 1.6642 
cotg} —= 1,0082 tg A = 0,9919 sinAsinB : 
a colgA = 0,1779 b cotgB = — 0,2771 cotg C = — 0,0012 
2a cos ß—=— 0,5590 2b cos« = 0,3535 2ab cos y = — 0,1030 
Durch Substitution dieser Werthe in die bekannten Formeln 
ergiebt sich für die Zone 


= 


1 2 
P,u,v,w cotgP. = — 1,3265 — 0,2208 


P,s,x,y  cotgP.V 2,2204 = m. 0,9919 + 0,2783 

r,s,u —.cotgP. V 5,2355 —= m. 0,9931 +n. 1,0094+-0,0992 
=n. 2,0025 + 1,0923 

sn  cotgP..V 3,3230 = —- 1,6642-0,0992 

M,o,w,n cotgP. Y 2,0871 —n. 1,0082 — 0,1791 

r,w,y eotgP. V 3,4105 — m. 0,9931 +n. 1,0094+4-0,0992 
— m. 2,0025 + 1,1086 

und sind demnach die Winkel 


ver 79733: Vu, 320.52 v:w= — 1207 
P:'s = 330 22’ Pi, 49033; Bays 799 25' 
38, 360.20, r:u= 640 29 

vıx = 45° 57' v.:r =.860 53 Y.: nr 0 9 
M.:. 0,38% LI M:w= — 820 56’ M: n= — 50° 35 
r:v= 590 ]' r:v= — 64° 10° 


Ein näheres Anschliessen der berechneten Winkel an die beob- 
achteten wäre namentlich durch Verminderung des Werthes von b, 
also durch Vergrösserung von A zu erzielen, eine derartige Rech- 
nung ist aber hier zwecklos, wo die beobachteten Winkel nur in 
zwei Zonen zuverlässig sind. 

Anm. Die obige Rechnung stimmt ziemlich nahe mit den Angaben Neu- 
mann’s (Poggendorfis Annalen 1825,2) überein. 


I} 


Anhang. 


1) Graphische Darstellung der Zonen nach 
Neumann. 
$. 78. 

Zur übersichtlichen Darstellung der Winkel und Zonen eines Kry- 
stallisalionssystems ist neben der oben benutzten Projectionsmethode 
die vonNeumann (Pogg. Ann, 1825,2) angegebene sehr zweckmässig. 

Es genügt hier folgende Entwicklung dieser Darstellung, Man 
denke sich sämmtliche Flächen eines Krystalls parallel sich selbst 
fortbewegt bis sie eine Kugel im Innern des Kryslalls berühren. 
Alsdann wird jede Fläche auf der Kugel durch ihren Berührungs- 
punct dargestellt. Wenn aber die Flächen einer Säule eine Kugel 
berühren, so liegen sämmtliche Berührungspunete in einem grössien 
Kreise, der senkrecht auf der Axe der Säule steht, und ist also zu- 
gleich der zwischen zwei Puncten liegende Bogen dieses Kreises 
das Mass für den Nebenwinkel des entsprechenden Kantenwinkels 
der Säule. Es wird also jede Zone durch einen grössten Kreis 
dargestellt, auf welchem die Distanz der Puncte das Mass für den 
Nebenwinkel des entsprechenden Kantenwinkels ist. Durch den 
Durchsehnittspunet zweier derartigen Zonenkreise ist alsdann der 
Berührungspunet der Fläche bestimmt, welche in den beiden Zonen 
liegt, so wie durch zwei Berührungspuncte der Zonenkreis be- 
stimmt ist. 

Bei der graphischen Darstellung dieser Projection auf die Ku- 
gelfläche wendet man die bei den Planigloben gewöhnliche Dar- 
stellung an. Man projieirt nämlich die Halbkugel auf die Ebene des 
grössten Kreises, der sie begrenzt, das Auge des Beobachters in 
der Oberfläche der anderen Halbkugel in dem Punete gedacht, wo 
der Durchmesser senkrecht auf der Projectionsebene dieselbe trilll. 
Als Projeclionsebene wählt man gewöhnlich die Ebene, in welcher 
die Berührungspuncte der Säulenfläche liegen, so dass diese in der 
Projectionsfigur auf der Peripherie des Kreises in ihrer unveränder- 
(en Distanz liegen, Bei den rechiwinklig dreiaxigen Systemen, so 
wie bei dem hexagonalen Systeme liegt ausserdem der Berührungs- 
punct der Gerad-Endfläche in dem Mittelpuncte des Kreises. Eine 
besondere Erleichterung für die Zeichnung besteht aber darin, dass 
jeder grösste Kreis auf der Kugel durch einen Kreis auf der Pro- 


jeelionsebene dargestellt wird ®), also alle Halbkreise als Bogen von 
Kreisen mit geringerem oder grösserem Durchmesser, der aber be- 
sonders da leicht durch Construction zu finden ist, wo die beiden 
zusamınengehörigen Puncte auf der Peripherie (die Berührungspuncte 
der parallelen Säulenflächen) und ein dritter Punct möglichst in der 
Mitte des Bogens gegeben ist **). Alle Zonenkreise, welche durch 
den Mittelpunct der Projectionsfigur gehen, stellen sich als gerade 
Linien dar. 

Um den Schwerspath ($. 16) auf die Ebene des Zonenkreises 
Mk zu projiciren, legen wir durch den Kreis (Tab. II, Fig. 7) zwei 
auf einander senkrechte Durchmesser, so sind hierdurch auf der 
Peripherie die Puncte der zwei Paar Hexaidllächen der Säule be- 
stimmt, während im Mittelpuncte die obere Hexaidtläche dargestellt 
ist. Es interessiren uns zunächst nur der Punct P und die beiden 
k. In der Zone von P mit der andern Hexaidfläche, die wir durch 
s bezeichnen wollen, liegen die |, g, d, u. Diese Puncte liegen in 
einem Halbkreise, welcher auf seinen Durchmesser projieirt wird. 
Trägt man die Puncte in ihrer richtigen Distanz, entweder mit 
Hülfe der berechneten Winkel oder mit Hülfe der Axenlängen und 
Ableitungszahlen, auf einem Halbkreise ab, so findet man leicht 
(Fig. 8) die Distanzen dieser Puncte in der Projectionsfigur. Man 
sieht übrigens aus derselben Figur auch leicht, dass alle Distanzen 
von dem Mittelpuncte = r tg} P. sind, wenn r der Radius des 
Kreises ist und P. den Winkel der entsprechenden Fläche gegen 
die Gerad-Endfläche bezeichnet ***). Trägt man ausserdem die 
Puncte M nach ihrem Winkel M:k ein, so sind die o durch die Kreis- 
bogen Mu und die Gerade k P bestimmt, und dann auf leicht er- 
sichtliche Weise die Puncte y und z. Die weniger wichtigen Zo- 
nenkreise, z. B, hier die ylo zieht man nicht, um die Figur 
nicht zu überladen. 

Bei der Darstellung eines monoklinoedrischen Systems findet 
man auf dieselbe Weise die Puncte für die Säulenflächen. Die 
obere Hexaidlläche als Schief-Endfläche fällt nicht in den Mittel- 
punct des Kreises, aber doch in die Zone durch den Mittelpunet 


*) Der Beweis hierfür ist mit Hülfe der analytischen Geometrie zu führen. 
Hier, wo es nur auf die Anwendung für die Zeichnung ankommt, ge- 
nügt die Anführung des Satzes ohne Beweis. 

*) Wie durch drei Puncte ein Kreis zu ziehen ist, ist aus der Elementar- 
Geometrie bekannt. Hier würden schon zwei Puncte genügen, die nicht 
zu demselben Krystallraume gehören, es ist aber dies für unsern Zweck 
nicht von Bedeutung. 

**") Der entsprechende Winkel im Augenpuncte ist als Peripheriewinkel 


== 4 P.. 


100 °— 


und die vordere Hexaidfläche, wonach alle Puncte in dieser Zone 
durch ihre Distanz von der (angenommenen) Gerad-Endlläche, d. h. 
vom Mittelpuncte des Kreises, zu bestimmen sind. Wenn es auch 
nicht nölbig ist, alle Puncte dieser Zone auf die Weise zu bestim- 
men, so ist es für die Zeichnung doch zu empfehlen. 

Bei der Darstellung des Axinits ($. 20) sind die Puncte M, r 
und P (Tab. V, Fig. 10) wie gewöhnlich einzutragen, 

Für die fernere Zeichnung genügt es, die excentrische Lage 
von v und auf dem Zonenkreise M v die Lage von y nach unge- 
fährer Schätzung zu bestimmen. Eine weitere Willkür ist jedoch 
nicht erlaubt (es sind hierdurch die Elemente des Krystalles voll- 
kommen bestimmt), und findet man nun durch die bekannte Con- 
struction der Kreisbogen die Puncte x, w, n, u, s. Zur Beslimmung 
von o gebraucht man am besten die zur Zone o, y gehörige Säu- 
lenfläche r,, die auf der Peripherie nach dem zu berechnenden 
Winkel r, : M einzutragen ist, 

Die genaue Bestimmung von v und y ist auf folgende Weise 
auszuführen. Es ist X vPr = 180°0—«, vMr=180°—$. Der 
Zonenkreis v P schneidet also den zu den Polen P gehörigen Äqua- 
tor in der Entfernung 90°—« vom Mittelpuncte des Kreises, be- 
rührt also in der Projectionsfigur einen Kreis um den Mittelpunet 
mit dem Radius r ig 4 (90°— «), und ebenso berührt der Zonen- 
kreis M v einen Kreis mit dem Radius r tg 4 (90°—$). Hierdurch 
sind die beiden Kreise und somit v bestimmt. Der Zonenkreis P y 
ist dann auf dieselbe Weise vermittelst des zu berechnenden Win- 
kels y Pr zu bestimmen. 


2) Das Zeichnen der Krystalle. 


Bei dem gewöhnlichen perspectivischen Zeichnen wird im All- 
gemeinen jede Gruppe von parallelen Linien als nach einem Puncte 
eonvergirend dargestellt. Bei dem Zeichnen der Krystalle wird je- 
doch sowohl das Zeichnen selbst als auch das Verständniss der 
Zeiehnung bedeutend dadurch erleichtert, dass alle parallelen Linien 
auch als parallel dargestellt werden (geometrische Perspective). Die 


Hauptaufgabe für die Darstellung ist, die Lage und Lünge der Axen 
zu finden, Diese werden bestimmt durch die Projectionsebene und 
die Lage des Auges des Beobachters. Bei den dreiaxig rechtwink- 
ligen Systemen wählt man gewöhnlich als Projectionsebene eine 
Säulenfläche, die gegen die vordere Hexaidfläche um 10— 18% ge- 
neigt ist, und zwar gewöhnlich eine solche, welche die positive 
llälfte von a und b schneidet. Diese Fläche ist gegen den Beob- 


achter gerichtet. Die Richlung des Auges nimmt man dann etwa 
6° oberhalb der horizontalen Ebene, in einer Ebene senkrecht auf 
die Projectionsebene. Man sieht also vom Hexaid die vordere, die 
obere und eine seitliche Fläche, die vordere fast in ihrer wahren 
Gestalt, die beiden andern bedeutend verkürzt. Die Axe c behält 
hierbei ihre Länge und ihre verticale Lage bei, während die Axen 
a und b verkürzt und gegen die horizontale Linie geneigt erschei- 
nen, die b am stärksten verkürzt und geneigt. Das Weitere zeigen 
wir am kürzesten an Beispielen. 

Um den Schwerspathkrystall ($. 16) zu zeichnen, legen wir 
durch die Projectionsfigur (Tab. II, Fig. 9, die punctirten Linien) die 
Sectionslinie X X der Säulenfläche, welche als Projectionsebene die- 
nen soll. Wollten wir die Zeichnung wie in Fig. 10 erhalten, so 
müsste die X X noch mehr gegen M A geneigt sein, jetzt erhalten 
wir die Zeichnung des vollständigen Krystalls, so wie man ihn ge- 
wöhnlich für die hier gewählte Stellung zeichnet. Bei der per- 
spectivischen Darstellung der Axen nebst der Projectionsfigur bleibt 
also diese Linie horizontal. 

Alle Zonenpuncte bleiben in ihren Vertikalen auf dieselbe, je 
nach der Stellung des Auges derselben mehr oder weniger genähert, 
die auf der vorderen Seite von X X gesenkt, die auf der hinteren 
Seite gehoben. Der Winkel der Augenlinie gegen die horizontale 
Ebene sei = 9, die Distanz eines Zonenpunectes von XX —=d, so 
erkennt man leicht aus der Darstellung eines verlicalen Querschnilts, 
dass die Distanz ö in der perspectivischen Zeichnung = d tg 9 ist, 
wobei der Punct an derselben Seite von X X bleibt. 

Um die Berechnung zu ersparen zeichne man den Winkel @ (Fig. 
9.) neben der Figur und nehme auf dem einen Schenkel den Abstand 
d von dem Scheitelpuncte, so ist das Perpendikel in diesem Puncte 
bis zum andern Schenkel = d !g 9. Zieht man mehrere Perpen- 
dikel in passender Entfernung, so kann man leicht nach dem Au- 
genmasse zu jedem d das zugehörige ö mit dem Zirkel abnehmen. 
Von den Puneten a und b auf den Axen fällt man nun Perpen- 
dickel auf X X und reducirt die Distanz auf die angegebene 
Weise, so bezeichnen Ma, und Mb, die perspectivische Länge und 
Lage der beiden Axen. In M errichten wir das PerpendikelM G=c, 
so ist dies für die Zeichnung die Axe c. Mit Hülfe der Axen Ma, 
und M b, kann man nun die perspectivische Lage der Zonenpuncte 
finden *), hier ist die Construction aber sicherer, wenn man von 
den Zonenpuncten Perpendikel auf X X fällt und dann die Distanz 


*) Der Anfänger thut gut daran, zuerst die einfachere Zeichnung des Axi- 
nits &, 80 durchzunehmen. 
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reducirt, wobei jedoch dadurch wieder die Zeichnung erleichtert 
und conlrolirt werden kann, dass alle Geraden auch in der Per- 
spective als gerade Linien erscheinen, und dass alle Gruppen von 
Parallelen parallel bleiben. Durch die gerade Linie von C nach 
einem Zonenpuncte wird nach den früheren Entwicklungen die 
Zonenaxe dargestellt; es sind also alle Kanten der entsprechenden 
Zone der Geraden von C nach dem perspectivischen Zonenpunte 
parallel zu zeichnen. Die vorwaltenden Zonen sind in der Regel 
parallel den Axen, und für die ganz untergeordneten Zonen, die nur 
mit wenigen und sehr kleinen Kanten auftreten, z.B. t, p in Fig. 10 
braucht man in der Regel die Zonenaxe nicht zu ziehen, sondern 
kann ungefähr die Lage des Zonenpunctes bestimmen und darnach 
das Lineal legen. Wo der Zonenpunet in unendlicher Entfernung 
liegt, sind die Kanten parallel den unter sich parallelen Zonen- 
linien, 

Wir beginnen die Zeichnung mit der Fläche M,, deren Begren- 
zung durch die verticale Kante Mk (parallel e), die Kanten mit 
den beiden o, in welchen Zonen auch die u liegen, mit den zwei 


y=2a:—b und — 2a: b, in welchen Zonen auch die d liegen, 
und die Kanten mit den zwei z—= a: — bund —a: b parallel 


der perspectivischen Lage der Sectionslinien (unendlich entfernter 
Zonenpunet) bestimmt sind. Die perspeclivische Lage von M, ist 
hierbei durch die Projeelion der beiden Zonenpuncte y, M, d 
und yM, d, bestimmt. Die symmetrische Darstellung erfordert, 
dass die entsprechenden Ecken in derselben Verticalen liegen, was 
auch bei der weiteren Zeichnung zu berücksichtigen ist, und dass 
die Gerade von der Ecke u u nach der Mitte von k M den Kan- 
ten Mz parallel ist. Den Grund hierfür wird jeder leicht ableiten 
können, so wie den Grund dafür, dass die Verbindungslinien ande- 
rer entsprechender Ecken parallel den Axen a und b sein müssen, 

Die Kanten der Zone P, o, k, o, P sind parallel der Axe Ma, 
zu ziehen. Ausserdem bedarf man für die o ihrer Zonenpunete mit 
NM, und der Zonenpuncte oyz. Die perspectivische Lage der 
Zonenpuncte yl, zg und z d findet man bei einiger Übung durch 
ungefähre Schätzung mit hinreichender Genauigkeit um darnach die 
Richtung der kleinen Kanten zu bestimmen. Man kann auch mit 
Vortheil hierbei die Methode anwenden, die wir beim Axinit erläu- 
tern werden. Die Kanten der Zone Pd sind parallel M b,. Durch 
diese Kanten ist die symmetrische Zeichnung der anderen Seite des 
Krystalls bestimmt, wenn man noch eine Hülfslinie von den Ecken 
Mzd parallel dieser Richtung zieht. Die Zeichnung dieser Seite 
ist auf ähnliche Weise auszuführen, und dadurch erleichtert, dass 
ein grosser Theil der Kantenrichtungen bereits bestimmt ist. Die 
Zeichnung der Kanten auf der Rückseite des Krystalls ist auf ähn- 
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liche Weise auszuführen vermittelst derselben Hülfslinien, ist aber 
bei diesem Krystalle nicht zweckmässig. Welche Flächen auf der 
vorderen oberen, also auch auf der hinteren unteren, und welche 
auf der hinteren oberen, also auch auf der vorderen unteren Seite 
des Krystalls auftreten, erkennt man leicht aus der Lage der Sections- 
linien gegen X X, wobei man sich namentlich die Säule entfaltet 
denken muss. Ein Irrthum in der Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der Flächen wird übrigens durch die Zeichnung immer auf- 
gedeckt. Wenn man verschiedene Combinationen aus derselben 
Krystallreihe zeichnen will, so genügt hierzu eine einzige Hülfsfigur, 
die aber in nicht zu kleinem Massstabe anzulegen ist. Zur Orien- 
irung in der Lage der Flächen ist hierbei die Projection auf die 
Kugel sehr zweckmässig. Durch die beiden Kreisbogen, welche 
bestimmt werden durch die Berührungspuncte der Säulenflächen, 
welche rechtwinklig auf X X stehen würden mit den Distanzen 
r ig 4 und r tg (45°—4 9) vom Mittelpuncte in ihren entfernte- 


3 


sten Puncten, werden zugleich die Flächen bestimmt, welche auf 
den verschiedenen Seiten des Krystalls liegen. 
Im hexagonalen Systeme ist die Zeichnung ähnlich. 


Es sei für Rolhgiltig das Skalenoeder h a:la:a: ct (Tab. II, 


Fig. 7) als selbständige Form zu zeichnen. Wir legen ähnlich wie 
oben durch die Projectionsfigur (Fig. 9) die XX und MC und redu- 
ceiren die Distanzen. Die drei entfernteren Zonenpuncte bestimmen 
die Mittelkanten, die sechs andern die Polkanten. Wir beginnen 
die Construction mit h,, deren Sectionslinie der XX fast parallel ist, 
die also in der Zeichnung besonders hervortritt. Die Polkanten mit 
h, und h, sind leicht zu construiren. Aus -der Projectionsfigur 
erkennt man, dass h, die Mittelkante mit h, bildet, b, mit h,, h, 
mit h,. Hierdurch sind die Richtungen der Mittelkanten und die 
Lage der Flächen gegen einander, also auch die Richtungen der 
Polkanten bestimmt, Die Kanten auf der hinteren Seite des Kry- 
stalls sind parallel den entsprechenden vorderen, die durch diesel- 
ben Krystallräume gebildet werden. Soll das Skalenoeder symme- 
trisch ausgebildet sein, so müssen sämmtliche Polkanten an den 
beiden Ecken sich in einem Puncte treffen. Wie man Fig. 9 un- 
mittelbar zur Zeichnung des Skalenoeders benutzen kann, wenn 
man die untere Ecke desselben auf der negativen c bestimmt, be- 
darf keiner Erörterung. 
$. 80. 
Bei der Zeichnung der Krystalle des monoklinoedrischen und 


triklinoedrischen Systems ist eine besondere Construction nöthig um 
die Axen zu finden. 
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Wir legen im triklinoedrischen Systeme eine Ebene durch M 
senkrecht auf MC, also auch auf die Ebenen ac und be, nehmen 
die Durchschnittslinien mit diesen Ebenen als die Richtungen der 
Hülfsaxen a, und b,, und bestimmen die Länge derselben durch 
die Perpendikel von a und b auf die Hülfsebene, so sind die Hülfs- 
axen a, —a sin ß b, =bsin e BE 

Die Perpendikel von a bis a, und b bis b, sind a cos 8 und 
b cos «, und parallel MC. Aus der Darstellung einer Ebene MCA 
oder MCB, ähnlich wie Tab. V, Fig. 22, ist dies leicht zu beweisen. 
> Durch das Axenkreuz M a, b, (Tab, IV, Fig. 11) lege man 
also wie gewöhnlich die XX je nach der Ansicht, die man von dem 
Krystalle haben will, reducire die Distanzen von a, und b, bis 
XX, so sind Ma, und Mbz die Axen a, und b, in der Zeichnung. 
Auf denselben Perpendikeln nehme man endlich von a, und b, die 
Distanzen a cos 8 und b cos «, wobei durch das Vorzeichen + 
der cos bestimmt wird, ob die Distanz auf- oder abwärts zu neh- 
men ist (bei spitzen Winkeln, also bei positiven cos aufwärts), so 
sind die hierdurch bestimmten Puncte a, und b, die Projectionen 
von a und b, also Ma, b, C das perspectivische Axenkreuz, 

Für den Axinit ist die Construction dadurch erleichtert, dass 


&X a, :b, =C als ein rechter Winkel anzusehen ist, Aus den 
früher berechneten Elementen folgt füre=20 asind = 25 
bsne—=248 acosß=—56 bceose=3,5. Das hiernach zu 


construirende Axenkreuz zeichne man mit Auslassung der Hülfsli- 
nien besonders hin (Fig. 12) und construire die perspectivische 
Projectionsfigur ganz wie eine gewöhnliche mit Hülfe des perspec- 
livischen Axenkreuzes, so sind hierdurch unmittelbar die Richtun- 
gen der Zonenaxen bestimmt. 

Die Hauptllächen an dem Krystalle sind die P, r, u. Die Kan- 
ten der Combination dieser Krystallräume (Fig. 13) sind parallel P 
(unendlich entfernter Zonenpunct mit u) und den Zonenaxen r su 
und Pr zu ziehen. 

Die Kante r P wird durch M abgestumpft. Hierdurch wird 
die Kante u M bestimmt. Die obere Kante u M verschwindet frei- 
lich bei der weiteren Zeichnung, ist aber vorläufig doch zu ziehen 
um die y etc. richtig eintragen zu können. Die n liegt über- der 
Kante ru, so dass sie auch mit M zum Durchschnitt kommt. Man 
wähle den Durchschnittspunct der Kante Mr mit nr, so sind hier- 
durch die Kanten nr und n M und die Ecke nMu und dadurch 
die Kante nu bestimmt. Die Kante Pu soll durch w so abgestumpf 
werden, dass w, P, r, n eine Ecke bilden. Hierdurch sind die 
Kanten von w gegen P, n, u und M bestimmt. Die Kante w u wird 
durch v abgestumpft. Man bestimme eine Ecke der v, z.B, mit w 
und n, so sind darnach die Kanten gegen w, n und u zu ziehen, 
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Auf äbnliche Weise sind dann die Flächen s, x, y einzulragen, wo- 
bei man am besten mit s anfängt. Dann kommt nach o mit y, M, P 
und w zum Durchschnitt, wozu man wiederum eine Ecke von o zu 
bestimmen hat. 

Innerhalb gewisser Grenzen ist hierbei die Grösse der Flächen 
willkührlich zu wählen, wollte man aber z. B. die o hier so gross 
nehmen, dass sie mit v zum Durchschnitt käme, so würde y ganz 
oder fast ganz verschwinden. 

Im monoklinoedrischen Systeme ist nur eine Hülfsaxe a, =asine. 


Anm. Diese Art der successiven Eintragung hätte auch mit Vortheil bei 
der Zeichnung des Schwerspaths angewandt werden können, 

Bei der Zeichnung einfacher Formen im Gleichgewicht kann man 

auch ein ganz anderes Verfahren anwenden. Um z.B. das Hexakisoktaeder 

E a: b:et = 3 a.:7hVr3 ei des regulären Systems zu zeichnen, con- 

struire man auf die angegebene Weise das perspectivische Axenkreuz 

und bestimme auf jeder der drei Axen nach der perspectivischen Länge 


[er 


derselben die Puncte 1, 3), 3, construire darnach die drei achtseiligen 
Pyramiden über den drei Axenebenen mit den Spitzen in a, +b, ec 
und ziehe ausser den hierdurch sich ergebenden Kanten des Krystalls 
noch über jeder Oktaederfläche die drei fehlenden Combinationskanten 
der verschiedenen Pyramiden, deren Endpuncte durch die übrigen Kanten 
bereits bestimmt sind. 

Durch passende Benutzung der Parallelität der Kanten kann man 
übrigens bei den meisten Zeichnungen bedeutende Abkürzungen eintre- 
ten lassen. Will man z.B. die Ecken eines Oktaids durch das Hexaid 
abstumpfen, so sind die Combinationskanten parallel denen des Oktaids 
zu zeichnen. 


$. 81. 

Eine besonders einfache Art der Zeichnung ist noch diejenige, 
wo man als Projectionsebene eine Axenebene wählt, gewöhnlich die 
Ebene ab, das Auge des Beobachlers in unendlicher Entfernung 
auf der dritten Axe gedacht. Hierbei wird die obere Hexaidfläche 
in ihrer wahren Gestalt dargestellt, während die Säulenflächen nur 
durch die Grenzlinien der Zeichnung dargestellt werden. Bei die- 
ser Perspective fallen alle Zonenaxen mit den Sectionslinien der 
entsprechenden Säulenflächen zusammen, so dass also die Kanten 
der entsprechenden Zonen diesen Seclionslinien parallel zu zeich- 
nen sind. 

Um hiernach die Projection des Axinits (Tab. IV, Fig. 8) auf 
die Ebene ab zu zeichnen, begrenze man die Figur durch die Li- 
nien M, P, r parallel den entsprechenden Sectionslinien (Fig. 9), 
möglichst den Dimensionen des Krystalls entsprechend, den man 
darstellen will. Die Kanten der Zone P, s, x, y sind parallel der 


Sectionslinie P zu ziehen. Die Kante x y fällt in die Ecke rM. Den 
8 
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Durchschnittspunet der Kante sx mit der Linie r bestimmen wir 
nach ungefährer Schätzung. Die Kanten der Zone u, s, r sind pa- 
rallel der Sectionslinie r zu ziehen, und s tritt als schmale Ab- 
stumpfung der Kante u r auf, Hiernach ist die Kante us zu ziehen, 
wodurch die Ecke usx bestimmt ist. Von da aus ziehe man die 
Kante ux parallel der Sectionslnie M. Die v kommt zum Durch- 
schnitt mit x, wonach die Kante vx parallel der Sectionslinie r zu 
zeichnen ist etc. 

Man kann auch auf dieselbe Weise den Krystall darstellen als nur 
bestehend aus den Flächen P, r, M, u, v, w und dann nach und nach 
die anderen Flächen eintragen; oder man kann zuerst die obere 
Hexaidfläche zeichnen und daran die anderen Flächen legen bis 
endlich die ganze Figur durch die Säulenflächen begrenzt wird. Es 
braucht übrigens nicht bemerkt zu werden, dass man bei dem er- 
sten Entwurfe nicht immer für alle Flächen passende Dimensionen 
wählt. Die nöthigen Correclionen ergeben sich jedoch leicht. Die 
gegenseitige Lage der Flächen erkennt man besonders leicht aus 
der Neumann’schen Projectionsfigur, wie sich aus der Vergleichung 
von Fig. 8 und Fig. 10 ergiebt. 

Wollte man den Vesuvian (Tab. Il, Fig. 1) auf die Ebene ab 
projieiren, so würde man z. B. zuerst nur die c und d darstellen, 
dann P eintragen, dann die o ete. Bei einem derartigen Krystalle ist 
übrigens die gehörige Symmetrie in der Zeichnung zu beachten, wenn 
man nicht eiwa einen bestimmten Krystall möglichst genau dar- 
stellen will. Bei einfachen Zonenverhältnissen kann man derarlige 
Zeichnungen leicht ohne Hülfsfigur ausführen, wenn man die Flächen 
in passender Reihenfolge eintri 

Zur Projection auf eine andere Axenebene bedarf ınan nur der 
Seelionslinien für diese Ebene, die dritte Axe als Ilauptaxe ge- 
nommen. 


3) Umformung der Bezeichnungen nach 
Naumann in die nach Weiss. 


$. 82. 
Die verschiedenen krystallographischen Bezeichnungen lassen 
sicb grösstentheils mit Leichtigkeit auf die Bezeichnung nach Weiss 
zurück führen, Wir nehmen als Beispiel nur die Naumann’sehe. 


Es ist das Hexakisoktaeder m On = ja »D.H/:.M N 
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In allen übrigen dreiaxigen Systemen ist ebenso 


l n 
mPn=}, a: bie 
m m 


a:tbig=m BE 


m n n 
Biene BE tr N Sr, 
also PP m=ta:mb:a eo = !- a: be 
\ !m 


3 . . . Mn. a a a 
Im hexagonalen Systeme ist bekanntlich in dem Zeichen 4 : — : — 
- 4 v 


v=u-tn, also, wenn alle drei Ableitungszahlen positiv sind, 
° “ 7 n . » . a 
v die grösste Zahl. Es ist die Pyramide m P n = ‚a:na:m ch, 
1 u 
wu r — Toast 
n 
n—1 
also u = 
n 
n a 
mPn = $<—— :a:na:me 
n—1 
rn en!a en 


— v— a: 
{m n—1)' m" 'm 
und umgekehrt 


1. ee net ji Er vo —=»P- 


de a a Trike 


Es ist das Rhomboeder 


l l 
mR = faaswarmel =}. a: 2:0 a: ! 


m m >. 


Das Skalenoeder m Rn ist dasjenige, dessen Mittelkanten mit 
denen des Rhomboeders m R zusammenfallen, und dessen Höhe bei 
gleichen Mittelkanten die n fache von derjenigen des Rhomboeders 
ist. Es liegen also zunächst die drei entfernteren Zonenpuncte des 
Skalenoeders in denen des Rhomboeders (Tab. IH, Fig. 6 die Ska- 
lenoeder t, h und v und das Rhomboeder P). Das Zeichen des 
a a 


- 1 —ı9@0A: c, dasjenige des Skalenoeders 


Rhomboeders sei H 
m m 


a a a £ 5 . r 
I 1: c so ist auf die Axen a, und a, bezogen das Zei- 
u T ® 


v v 
f , 1 1 1 1 
chen des Zonenpunctes | — a, — —a,)=|—a,, — a); 
m ın m T— u T—U nr 
also u — ax = m. Bei der Höhe ce schneidet das Rhomboeder die 


1 : a : : 
Axe a in den Punclen mi) das Skalenoeder in —a, bei gleichen 
7 & 


Mittelkanten verhält sich also die Höhe des Skalenoeders zu der des 
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| sy 
Rhomboeders wie 2, zvy:m=v:u—a Es ist also 
5 
n — —— und folglich das Skalenoeder 
M—ır 

a a a v 

—-:1—:— :0 = u—mM)R 
| u v Tr ! u ‚ v—nr 

“tn 


Umgekehrt sta -— a=m = ‚aso2ua=m(n-- |) 


2za=m(n — |) also2v=2mn 
DR a 2a 
also m Rn = !— ———. :; — ; — ——. ; 6 
m (n+1) mn’ m (n—1) 
Bei dieser Transformation ist das Vorzeichen von m zu be- 
. . . a a a R 
rücksichtigen. Das Zeichen — u <ı ist nach der 
k v "” 
; er a: - - r 
Projectionsfigur = 3— :—:— :ct. Von dem Vorzeichen der 
TE v 14 


Differenz «— a =m hängt es bekanntlich ab, ob das Rhomboeder 
und die zugehörigen Skalenoeder als positiv oder negativ anzuse- 
hen sind, 
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